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Строительные объекты содержат вязкоупругие 
стержневые элементы конструкций, от 
прочности которых зависит экономическая и 
эксплуатационная надежность сооружений. 
Если в материале стержней будут 
присутствовать скрытые микродефекты, то в их 
окрестности может развиваться аварийное 
разрушение материала, приводящее к потере 
несущей способности элементов конструкций. 
Это часто сопровождается экономическим 
ущербом, ухудшением экологии и в худшем 
случае – человеческими жертвами. 
Для уточнения результатов приложения методов 
акустики, указывающих  на наличие 

 Construction objects contain viscoelastic bar 
structural elements, the strength of which 
determines the economic and operational 
reliability of structures. 
If hidden microdefects are present in the 
material of the rods, then in their vicinity an 
emergency destruction of the material can 
develop, leading to the loss of the bearing 
capacity of structural elements. This is often 
accompanied by economic damage, 
environmental degradation and, in the worst 
case, human loss. 
To clarify the results of the application of 
acoustics methods indicating the presence of 
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неразрушающих акустических методов диагностики» 
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микродефектов, нужно предложить более 
строгие математические модели нелинейных 
волн деформаций в стержнях, относящихся к 
тонкостенным элементам конструкций.  
 

microdefects, it is necessary to propose more 
rigorous mathematical models of nonlinear 
deformation waves in the rods related to thin-
walled structural elements. 

Ключевые слова: СТРОИТЕЛЬНЫЕ 
СООРУЖЕНИЯ, ЭКОНОМИЧЕСКАЯ И 
ЭКСПЛУАТАЦИОННАЯ НАДЕЖНОСТЬ, 
ВЯЗКОУПРУГИЕ СТЕРЖЕНИ, СКРЫТЫЕ 
МИКРОДЕФЕКТЫ, НЕЛИНЕЙНЫЕ ВОЛНЫ 
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Строительные объекты должны обладать экономической и 

эксплуатационной надежностью. Она непосредственно зависит от того,  

сохранят ли несущую способность вязкоупругие тонкостенные элемента 

конструкций – стержни, опоры, балки, широко применяемые в 

строительстве.  

Необходимо учитывать, что прочностные свойства элементов 

конструкций существенно снижаются за счет того, что  в материале есть 

микродефекты, поэтому возможна потеря несущей способности, 

приводящая к  разрушению сооружений, а это сопровождается 

экономическими потерями и экологическими проблемами.  

Необходимо совершенствовать  методы акустики при 

диагностировании микродефектов с помощью более точных моделей 

деформационных волн в стержнях с учетом свойства нелинейной 

ползучести. 

Сравнение экспериментально измеренной скорости волны 

деформации в стержнях методами нелинейной акустически с теоретически 

определенными величинами скоростей позволяет точнее прогнозировать 

наличие микродефектов материала.  

Большое количество материалов проявляют свойство линейной 

упругости объемного деформирования, а вязкоупругая наследственность 

вызывается деформациями сдвига. В целях исследования деформационных 

волн в тонкостенных конструкциях, изготовленных из материалов с 
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такими физико-механическими свойствами, проведем анализ бесконечного 

стержня, когда на него  не действуют внешние нагрузки.  

В координатной системе задаем  ось x, совпадающую с линией 

центров тяжести сечений стержня, и расположим оси y, z – в поперечном 

сечении.  Определим следующими  формулами перемещения точек 

стержня  

   )t,x(uu1 = ; x2 yuu ν−= ; x3 zuu ν−=                                

(1) 

и воспользуемся тензором конечных деформаций  

)uuuu(
2

1
j,ki,ki,jj,iij ++=ε .                  

(2) 

С учетом линейной упругости объемных деформаций 

наследственные вязкоупругие свойства материала стержня опишем с 

помощью соотношений линейной теории вязкоупругости вида: 

)t(K)t(

d)](ee)t(e[2)t(s ij

t
)t(

ijij

θ=σ

ττα−µ= ∫
∞−

τ−β−
.                       

(3) 

Запишем ряд Тейлора по степеням ( τ−t ) для функции )(e)(f ij τ=τ , 

заменим интегральный оператор в (3)  дифференциальным 

ijijij
~2

~ εµ+θδλ=σ .               

(4) 

Здесь       ,
3

2~ µ−λ=λ       p)µ(12µ~2 += .  

Компоненты девиатора деформаций зададим уравнениями 

2
xx

22
2
x

2
x11 u

3

r
u)1(

3

1
u

3

)1(2
e

ν+ν−+ν+= ; 

2
xx

22
2
x

2
x22 u

6

r
u)1(

6

1
u)1(

3

1
e

ν−ν−−ν+−= ;    
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  (5) 

xxx

2

xx12 uu
2

y
u

2

y
e

ν+ν−= , xxx

2

xx13 uu
2

z
u

2

z
e

ν+ν−= , 

где  222 yzr += . 

Определим вариации деформаций 

xxxx
22

xxx11 uuruuu δν+δ+δ=δε ;           xx
2

3322 u)u( δν+ν−=δε=δε ; 

)uuuu(
2

y
u

2

y
xxxxxx

2

xx12 δ+δν+δν−=δε ;  

)uuuu(
2

z
u

2

z
xxxxxx

2

xx13 δ+δν+δν−=δε    (6) 

и используем  операторное представление: 

u]
x

ur
x

u
x

[
2

2

xx
22

x11 δ
∂
∂ν+

∂
∂−

∂
∂−=δε ;    

u]
x

u
x

[ x
2

3322 δ
∂
∂ν−

∂
∂ν=δε=δε ; 

u]
x

u
2

y

x
u

2

y

x2

y
[

2

2

x

2

xx

2

2

2

12 δ
∂
∂ν+

∂
∂ν−

∂
∂ν−=δε ;             

(7) 

u]
x

u
2

z

x
u

2

z

x2

z
[

2

2

x

2

xx

2

2

2

13 δ
∂
∂ν+

∂
∂ν−

∂
∂ν−=δε . 

Вычислим вариацию внутренней энергии стержня с помощью 

формулы 

1313121222221111 222W δεσ+δεσ+δεσ+δεσ=δ  

и применим вариационный принцип  

∫∫∫∫ =δεσ−δρ=δ
V

ijijii

t

t

0dV}uu{dtJ
2

1

&&  .   (8) 

В результате получим уравнение движения стержня 

+νµ−+ν+−ρ xxxx
22

xx1ttxx
22

tt ur~uN)uru( +xxx2 uuN  

−ν+ xxxxx3
22 uuNr ++ν xx

2
x5xxxxx4

22 uuN)uu(Nr                       
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(9) 

−ν−ν+ xxxx
2
x7

22
x

2
xxx6

22 )uu(Nr
2

1
)uu(Nr

2

1  

0))u((Nr
2

1
xx

3
xx8

44 =ν− , 

где   

)21(~2)21(
~

N 22
1 ν+µ+ν−λ= ; );21(~6

~
)21)(21(3N 32

2 ν−µ+λν+ν−=  

)1(~2
~

)21(N3 ν−µ+λν−= ; );21(~2)21(
~

N4 ν−µ+ν−λ=  

);21(~3)21(
~

2

3
N 422

5 ν−µ+ν+λ=  );1(~2
~

)21(N 22
6 ν+µ+λν+=  

)1(~2
~

)21(N 22
7 ν+µ+λν+= ; µ+λ= ~2

~
N8 , 222 yzr += . 

Преобразуем уравнение (9) к безразмерным переменным 

           ;t
L

c

L

x −=ξ    t
L

cε=τ ;   
A

u
u =∗ .                     

(10) 

Полагаем, что длина деформационной волны L намного больше ее 

амплитуды,  ε – малая величина, а константы βα,  и поперечный размер d 

стержня определяют отношение порядков         

           )(O
L

c
2

ε=
β
α ;     )(O

L

d ε= .                     

(11) 

Применим  асимптотический анализ к уравнению (9):  

K+ε+= 10 uuu  ,            

(12) 

получим уравнение движения стержня в виде 

+ε+ε−εν+ε−ε+−ρ
ξξττξξξτξξξξττξτξξ )]uu2u(Iuu2u[

E

c 222
2

 

+
β

α−ε+
β
α−

ν+
εν−

β
α−+ ξξξξξξξξξ uu)

a
3(u)1(

)1(2

I
u)

a
1( 3

2
0  
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0]uuau
)1(2

I
ua[)(

l

c
3

2

02
=ε+

ν+
εν−⋅

ξ∂
∂−

τ∂
∂ε

β
α+ ξξξξξξξξξ . 

С учетом (11) и выражения (12) получаем  

              0u
a

1
E

c
0

1
2

=




















β
α−+ρ− ξξ .                         

(13) 

В (13) )1(
3

2
a1 ν+=  и 0u0 ≠ξξ , поэтому скорость волны деформации в 

стержне 

]
3

)1(2
1[

E
с

β
ν+α−

ρ
= . 

Из анализа первого приближения вытекает уравнение Кортевега де 

Вриза – Бюргерса:  

          0bbb 321 =ψ+ψ+ψψ+ψ ξξξξξξτ ,                     

(15) 

где   

     ξ=ψ 0u ; 
βρ
α−β=
2

2
1

c2

)a3(E
b ;  

εβρ
α−=

lc2

aE
b

2
1

2 ; 

     )1(2a 2
2 ν−= ; ].

)1(c4

)(E

2

1
[Ib

2
2

3 ν+βρ
α−β−ν=  

Н. А. Кудряшовым  получено точное решение этого уравнения в 

виде 

 )]
2

k
(th1[k

b

b

5

6
)]

2

k
(th1[k

b

b12 1
1

1

3122
1

1

2 ωτ−ξ++ωτ−ξ−=ψ ,               

 или после преобразования 

 
1

13

1

2
121

1

1312

1

2
12

b5

kb6

b

kb12
)

2

k
(th

b5

kb6
)

2

k
(th

b

kb12
++

ωτ−ξ
+

ωτ−ξ
−=ψ ;  

  
2

3
1 b5

b
k ±= ;    

2
2

3
3

b125

b6
ω = .  
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 С помощью обозначений 

  
1

2
12

1 b

kb12
с −= ; 

1

13
2 b5

kb6
с = ; 

1

13

1

2
12

3 b5

kb6

b

kb12
с +=  

получим следующее выражение: 

  3
1

2
12

1 с)
2

k
(thс)

2

k
(thс +

ωτ−ξ
+

ωτ−ξ
=ψ . 

 При   1
β

α <  имеем  0b1 > ; 0b2 > ;  0b3 < ;  0ω < . 

Вычислим с1, с2, с3: 

21

2
3

1
bb25

b12
с −= ;  0c1 < ;  

21

2
3

2 bb25

b6
с ±= , 2c  имеет знак 

1
k ;  

)12(
bb25

b6

bb25

b6

bb25

b12
с

21

2
3

21

2
3

21

2
3

3 ±=±= , 0c
3

> . 

Выбирая верхний знак “+” и учитывая неравенства 0b3 <  и 0k1 < ,  

получим функцию: 

 

,c)
2

|||k|
(thc)

2

|||k|
(thc 3

1
2

12
1 +

τω−ξ
−

τω−ξ
=ψ   

где    
21

2
3

21

33
2
21

2
32

3 bb25

b18

bb25

bb6

bb25

bb12
с =+= . 

Применяя условие −∞→θ  , получим, что 321 cccψ +−→ , где 

 τω−ξ=θ |||k| 1 ,  

а     

2
21

2
3

2
21

2
3

2
21

2
3

2
21

2
3

321
bb25

b12

bb25

b18

bb25

b6

bb25

b12
ссс =++−=+− . 

При +∞→θ   0
bb25

b18

bb25

b6

bb25

b12
сссψ

2
21

2
3

2
21

2
3

2
21

2
3

321 =+−−=++→ . 

 Производная имеет вид: 
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=ψθ
' )

4

1
)

2

|||k|
(th(

bb25

b24

)
2

|||k|
(ch

1 1
2
21

2
3

12

+
ωτ−ξ

ωτ−ξ
− . 

 Полагая 0' =ψθ  , найдем критические точки функции. Тогда  

4

1
)

2

|||k|
(th 1 −=

ωτ−ξ
 и функция )

2
(
θψ  достигает максимума в точке  крθ , 

которая является  корнем уравнения  
4

1

2
th −=θ

. 

Максимум функции 
2
21

2
3кр

max
bb

b

4

3
)

2
( =
θ

ψ . Определенное точное 

решение есть  ударная деформационная волна растяжения )0( >ψ  , 

распространяющаяся в стержне  из линейно-вязкоупругого материала.  Ее 

график показан на рисунке 1. 

В размерных переменных 

εct
k

ω
ct(x

L

k
ωτξkθ

1

1
1 −−=−= ), 

находим поправку к скорости волны деформации εω

1k
. 
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Рисунок 1 – Уединенная волна деформации в линейно-вязкоупругом 
стержне при линейно-упругих объемных деформациях 

 

 
Перейдем к рассмотрению физически и геометрически нелинейного 

стержня, как и в линейном случае используя кинематические соотношения 

(1) для определения конечных деформаций стержня по формулам (2). 

Учитывая, что объемные деформации линейно-упругие, применим 

уравнения состояния нелинейной наследственности в виде 

              −µε+λθδ=σ ijijij 2)t( ∫
∞−

τ−β− τττγε+µα
t

ij
2
u

)t( ,d)(e)](1[e2            

(16) 

Упростим исследование, заменяя интегральный оператор в законе 

деформирования (16) дифференциальным. Для этого разлагаем функцию  

)(e)](1[)(f ij
2
u ττγε+=τ  в ряд Тейлора по степеням )t( τ− .  

Сохраняя два слагаемых разложения, что соответствует большим 

значениям произведения t⋅β , получим выражения  

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

ξ 

Ψ
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         ),e(p2~2
~

ij
2
uijijij εγµ+εµ+θδλ=σ                      

(17) 

где  p
3

2~ µ−λ=λ ;   )p1(~ +µ=µ ;  
β
α−

∂
∂

β
α=

t
p

2 . 

Вычислим компоненты девиатора деформаций и их вариации 

соответственно по формулам (5), (6) и найдем  вариацию внутренней 

энергии     1313121222221111 222W δεσ+δεσ+δεσ+δεσ=δ . 

Линейная часть вариации δW определяется формулой 

u]u
2

r~2u)]2
~

)21((2~2)21(
~

[{W xxxx

22

xxл δνµ+µν−λν−ν−µ+ν−λ−=δ . 

а нелинейная – 

   −−εµγ−µ+λν−−=δ xxx1x11
2
uxxxxx

22
xxx1н uuA2)e(p2uu)~2

~
(ruuB{W  

+εµγ−µ+λν−− xx11
2
ux

2
xxx

22

xx
2
x1 )ue(p2)uu)(~2

~
(

2

r
uuB

2

3  

+µ+λν+ν+ν+ xx
3
xx

44

xxxx
2
x

122
xxxxx1

22 )u)(~2
~

(
2

r
)uu(

2

B
r)uu(Ar  

−εµνγ+λν+ν+εµγν+ x22
2
uxxxxx

23
xxx2xxxx11

2
u

22 )e(p2uu
~

ruuB[2)ue(p2r

−εµγν−λν−ν−ν− ])ue(p2)uu(
~

2

r
uuB

2

3
uuA2 xx22

2
u

2
x

2
xxx

24

xx
2
x2

2

xxx2
2  

−νµ+ενµγ−νµ− xxxxx
23

xx12
2
uxxxxx

23

uu2r~)e(yp2)uu(
2

r~2  

+µν−ενµγ−νµ− xxxxx
23

xxx12
2
u

2
x

2
xxx

24

)uu(r)ue(yp2)uu(
2

r~2  

  −ενµγ−ενµγ+νµ+ xx13
2
uxxx12

2
u

2
xxxx

2
x

24

)e(zp2)ue(yp2)uu(
2

r~2  

u})ue(zp2)ue(zp2 xxx13
2
u

2
xxx13

2
u

2 δενµγ+ενµγ− , 

где обозначено 

µ+ν−λ= ~2)21(
~

A1 ;  µ+λν+= ~2
~

)21(B1 ; 

νµ+λν−= ~2
~

)21(A 2 ; 22
2

~2
~

)21(B νµ+λν+= . 
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Полная вариация внутренней энергии  

+ν−−νµ+−=δ xxxxx3
22

xxx2xxxx
22

xx1 uuNruuNur~uN{W  

+ν+ν−−ν+ xxxx
2
x7

22

x
2
xxx6

22

xx
2
x5xxxxx4

22 )uu(N
2

r
)uu(N

2

r
uuN)uu(Nr

 +ν++ν−εµγ−ν+ x22
2

x112211x
2
uxx

3
xx8

44

ue2uee4e()[(p2)u(N
2

r  

+ν++ν−ε+ν+ν+ x22
2

x112211
2
uxx13

2
xx12

2 ue2uee4e()uzeuye  

−ν−ν+νε
∂
∂+ν+ν+ xx11

22
1312x

2
uxxx13

2
xx12

2 uerzeye()((
x

)uzeuye  

−ν−ν+νε+ν−ν− xxx11
22

x13x12
2
ux13

2
x12

2 )ue(rzeye()uzeuye  

u))]})ue(z)ue(y xx13
2

xx12
2 δν−ν− . 

   

Подставим Wδ  в формулу (8) и проинтегрируем по области 

поперечного сечения.  Учитывая, что вариации uδ  – произвольны, 

получим уравнение движения стержня: 

+νµ−+ν+−ρ xxxx
2

xx1ttxx
22

tt Iu~uN)uru( −ν+ xxxxx3
22

xxx2 uuNruuN  

++ν− xx
2
x5xxxxx4

22 uuN)uu(Nr

−ν−ν xxxx
2
x7

22
x

2
xxx6

22 )uu(Nr
2

1
)uu(Nr

2

1  

−ν−+ν++
∂
∂µγρ+ν− 2

x
2

xxxx
3
xx8

44 u)1(u)1(2)(u1(
3

1
[

x
{2)u(Nr

2

1  

+ν−νν−+ Q))4u2)(u)1(
2

1
x

22
x

2 −+ν )u1(u
3

1
(( x

2
xx

2 −νν x
22

xx
2 u2(u

6

1  

+⋅ν−νν+ν− ]Q))uuu(
2

1
)4 2

xx
2
xxx

22      

+ν−+ν+ν− )u)1(u)1(2(u
3

1
[( 2

x
2

xxx
2  

−⋅ν−ν⋅ν−ν+ Q))uuu()u(
2

1
xxxxx

2
x

2

++
∂
∂µγ+ν )u1(

3

1
[(

x
{p2)u(Nr

2

1
xxx

3
xx8

44   

,0}]Qu
3

1
xx

3
xx

4 =ν+                  
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   (18) 

где 

)21(~2)21(
~

N 22
1 ν+µ+ν−λ= ; )21(~6

~
)21)(21(3N 32

2 ν−µ+λν+ν−= ; 

)1(~2
~

)21(N3 ν−µ+λν−= ;  )21(~2)21(
~

N4 ν−µ+ν−λ= ; 

)21(~3)21(
~

2

3
N 422

5 ν−µ+ν+λ= ; )1(~2
~

)21(N 22
6 ν+µ+λν+= ; 

)1(~2
~

)21(N 22
7 ν+µ+λν+= ; µ+λ= ~2

~
N8 . 

321 RRRQ ++= ;  22
x

2
x1 ]u)1(u)1(2[

3

1
R ν−+ν+=  ;  4

xx
4

3 u
3

1
R ν= ; 

−+ν+ν= 1(u)1(2[u
3

2
R x

2
xx

2
2

2
xxxxx

222
x

2 )uuu(]u) ν−ν+ν . 

Исследуем (18)  с помощью метода возмущения. Заменим функцию 

u , используя асимптотическое разложение (12), в результате получим 

уравнение движения физически и геометрически нелинейного стержня:  

   +ε+ε−εν+ε−ε+−ρ
ξξττξξξτξξξξττξτξξ )]uu2u(Iuu2u[

E

c 222
2

 

+
β

α−ε+
β
α−

ν+
εν−

β
α−+ ξξξξξξξξξ uu)

a
3(u)1(

)1(2

I
u)

a
1( 3

2
0  

+ε+
ν+

εν−⋅
ξ∂

∂−
τ∂

∂ε
β
α+ ξξξξξξξξξ ]uuau

)1(2

I
ua[)(

l

c
3

2

02
 

0]uua 2
1

2 =γε+ ξξξ , 

где   
3

)1(2
a0

ν+= ; 
)1(3

8224
a

23

3 ν+
+ν+ν−ν−= ; 

)1(2

I
b

2

ν+
ν= . 

После преобразований в нулевом приближении придем к формуле 

0u)]
a

1(
E

c
[ 0

1
2

=
β

α−+ρ− ξξ ,                   

(19) 

где E – модуль упругости материала стержня;       ).1(
3
2

a1 ν+=  

Так как в (19) ,0u0 ≠ξξ то скорость деформационной волны  
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 )].1(
3

2
1[

E
c ν+

β
α−

ρ
=   

Исследуя первое приближение, выведем модифицированное 
уравнение Кортевега де Вриза – Бюргерса: 

+ψψ−ψψ+ψ ξξτ
2

21 bb ,0bb 43 =ψ+ψ ξξξξξ            

(20) 
где      

ξ=ψ 0u ; )
a

3(mb 2
1 β

α−= ;  
2c2

E
m

ρ
= ; 

β
αγε= 3

2
am

b ; 
εβ

α−=
L

cam
b

2
1

3 ; ]
)1(2m2

1
[Imb 2

4 ν+β
α−β−ν= ; 

)1(2a 2
2 ν−= ; ).21)(1(

3

8
a 2

3 ν+ν+=  

Точное решение уравнения (20) имеет вид: 

                  
2

1

42

31

2

41

b2

b

bb6

b
)]

n

k
(th

b

b6

n

k +ωτ−ξ±=ψ m  ,                

(21) 

где   1
3
12

4
1

4

2
3

2

2
1 k     Z;n  ;k

n

b2
k)

b

b

6

1

b

b

4

1
( ∈−−=ω  – произвольный параметр. 

 
График волны деформации представлен на рисунке 2. 

Вычисляя поправку к скорости волны, получаем  εω

1k
. 

Для повышения экономической и эксплуатационной надежности 

проектируемых строительных сооружений совершенствованием 

акустической дефектоскопии разработаны эволюционные модели 

нелинейной волновой динамики стержней из материалов, обладающих  

свойством нелинейной ползучести, когда  объемные деформации являются 

линейно-упругими.  
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Рисунок 2 – Уединенная волна продольной деформации  
в нелинейно-вязкоупругом стержне при линейно-упругих объемных 

деформациях 
 
В результате установлены зависимости между геометрическими, 

физическими и волновыми характеристиками процесса деформирования, 

позволяющие более строго вычислить значения скорости волны 

деформации в стержне. 

Эффект компенсация нелинейности, дисперсии и диссипации 

способствует возникновению в стержнях уединенных деформационных 

волн. Их скорость растет с увеличением амплитуды волны.  

Применение линейных моделей не позволяет даже качественно 

получить этот эффект. Уточненные соотношения между геометрическими, 

механическими и волновыми параметрами позволяют усовершенствовать 

методы акустики при регистрации микродефектов в материале стержней. 
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