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Введение  

Трансформаторы являются важнейшими элементами систем элек-

троснабжения сельскохозяйственных объектов [1]. Вследствие особенно-

стей сельскохозяйственного производства, таких как сезонность работы 

предприятий, открытая конструкция подстанций и др., их трансформаторы 

нередко нуждаются в сушке изоляции. Применяются различные способы 

сушки, и одним из наиболее эффективных является нагрев изоляции тока-

ми обмоток трансформатора. При этом трансформатор используется в ре-

жиме короткого замыкания и эффективно использование токов низкой ча-

стоты 0,1÷2 Гц [2]. При таком способе нагреваются и первичная, и вторич-

ная обмотки, что интенсифицирует процесс сушки [3, 4]. 
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Примером подключения однофазного трансформатора или одной фа-

зы трехфазного к источнику напряжения при токах низкой частоты может 

служить схема на рисунке 1. В схеме используется источник постоянного 

или выпрямленного напряжения, а переменный ток создается переключе-

нием полярности напряжения на первичной обмотке трансформатора пе-

реключателем К.   

 

                                  

 
                       Рисунок 1 – Схема включения трансформатора при сушке токами низкой 

частоты 
    

 

При формировании требований к источнику питания и режиму 

нагрева трансформатора принципиальное значение имеет определение пе-

реходных токов в его обмотках, являющихся источниками тепла. И если 

математическому анализу переходных токов в короткозамкнутом транс-

форматоре при подключении к источнику постоянного напряжение с нуле-

выми начальными условиями (при отсутствии тока в обмотках в момент 

подачи напряжения на трансформатор) в литературе уделено достаточно 

много внимания [5-8] и этот вопрос относят к классическим при изучении 

цепей со взаимной индукцией, то при ненулевых начальных условиях этот 

вопрос в литературе не рассматривается. Но именно ненулевые начальные 

условия имеют место при сушке трансформаторов токами переходного 

процесса и именно такие токи нуждаются в расчетном определении на ста-

дии планирования сушки. Рассмотрим особенности указанного выше элек-
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трического переходного процесса и расчетные уравнения переходных то-

ков трансформатора при ненулевых начальных условиях. 

 

Материалы и методы 

Расчетной для рассмотрения переходного процесса в обмотках 

трансформатора является схема на рисунке 2. 

                                                     
 
                                                             Рисунок 2 – Расчётная схема 
 

 

Токи i1 и i2 первичной и вторичной обмоток трансформатора в функ-

ции времени описываются уравнениями Кирхгофа в дифференциальной 

форме: 

                                

1 2
1 1 1

2 1
2 2 2

;

0.

di di
ri L M U

dt dt
di di

r i L M
dt dt

+ + =

+ + =
                                  

где r1, r2 – активные сопротивления первичной и вторичной обмоток 

трансформатора; L1, L2 – полные индуктивности соответствующих обмо-

ток; M – взаимная индуктивность; U – напряжения источника питания (по-

стоянное по роду и величине).  

В операторной форме для изображений временнЫх функций при 

ненулевых начальных условиях эти уравнения записываются в виде: 

                    1 1 1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 1 1

(0) (0) ;

(0) (0) 0,

U
r I pL I L i pMI Mi

p

r I pL I L i pMI Mi

+ − + − =

+ − + − =
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где p – оператор, т.е. комплексная переменная, вещественная часть кото-

рой имеет конечное значение; I1, 2 – изображение тока i1,2;  i1,2(0) – началь-

ные значения тока i1,2 (при  t = 0+). 

Запишем их в более удобном для дальнейшего использования виде, с 

источниками ЭДС в правой части: 

                      1 1 1 1 2 1 1 2

2 2 2 2 1 2 2 1

(0) (0);

(0) (0).

U
r I pL I pMI L i Mi

p

r I pL I pMI L i Mi

+ + = + +

+ + = +
                 (1) 

Уравнениям (1) соответствует схема на рисунке 3а. 

     
   

а)                                                                          б) 

                           

 
                        

в)                                                                          г) 
 
                             Рисунок 3 – Операторные схемы расчёта переходного процесса: 

а – исходная расчетная схема; 
б – при нулевых начальных условиях; 
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в – при действии ненулевых начальных условий в первич-
ной цепи; 
г – при действии ненулевых начальных условиях во вторич-
ной цепи. 

 

В рассматриваемой задаче принимается допущение о линейности 

электрической цепи, поскольку для короткозамкнутого трансформатора 

используется напряжение существенно меньше номинального напряжения 

трансформатора. Операторные преобразования Лапласа линейны по опре-

делению, поэтому для анализа переходного процесса может применяться 

метод наложения (суперпозиции), когда задача решается в несколько эта-

пов. Вначале решается задача включения трансформатора при нулевых 

начальных условиях. Этой задаче соответствует схема на рисунке 3б. За-

тем решается задача расчета токов переходного процесса от действия 

начальных ненулевых токов и соответствующих им ЭДС самоиндукции 

L1i1(0) и взаимной индукции Mi2(0), действующие только в цепи первичной 

обмотки (по рисунку 3в), затем задача с ЭДС самоиндукции L2i2(0) и вза-

имной индукции Mi1(0), действующие только в цепи вторичной обмотки 

(рисунок 3г) и затем результаты расчетов суммируются. 

На первом этапе задачи по расчетной схеме на рисунке Зб  решаются 

уравнения:  

                             1 11 1 11 21

2 21 2 21 11

;

0.

U
r I pL I pMI

p

r I pL I pMI

+ + =

+ + =
                                     (2) 

На втором этапе решаются уравнения, описывающие расчетную 

схему на рисунке 3в: 

                         1 12 1 12 22 1 1 2

2 22 2 22 12

(0) (0);

0.

r I pL I pMI L i Mi

r I pL I pMI

+ + = +
+ + =

                       (3) 

На третьем этапе решаются уравнения, описывающие расчетную 

схему на рисунке 3г: 
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                          1 13 1 13 23

2 23 2 23 13 2 2 1

0;

(0) (0).

r I pL I pMI

r I pL I pMI L i Mi

+ + =
+ + = +

                         (4) 

Первый этап решения задачи. Решение системы (2) относительно 

тока I11 (операторный ток первичной обмотки на первом этапе решения) 

получим методом уменьшения числа переменных. Из второго уравнения 

системы (2) имеем уравнение: 

                                 11
21

2 2

pMI
I

r pL
= −

+
 ,                                                   

после подстановки которого в первое уравнение системы (2) получим 

уравнение тока I11 вида: 

                                          11

1

,
U

I
pz

=                                                      (5) 

где z1 – операторное сопротивление контура тока i11 с учетом магнитной 

связи с контуром тока i21. 

Величина операторного сопротивления z1 определяется выражением:                                     

                                       
2 2

1 1 1

2 2

p M
z r pL

r pL
= + −

+
                                        

(6)     

Подстановкой уравнения (6) в (5) получим: 

                       ( ) ( )
2 2

11 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2

U r pL
I

p L L M p r L r L p rr

+= ⋅
− + + +

                      

(7) 

Ведем обозначения: 

                        1 2
1 2

1 1 2 21 2

1 1
1; ;

M r r
k

L T L TL L
β β= ≤ = = = =                               

где Т1 = L1/r1 и Т2 = L2/r2 – постоянные времени соответственно первичного 

и вторичного контуров. 

При введенных обозначениях уравнение (7) приобретет вид: 
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             ( ) ( )
( )
( )

12
11 112 2

1 1 2 1 2 21

F pU p
I A

pL k p p pF p

β
β β β β
+= ⋅ =

− + + +
  ,              

(8) 

где F1(p), F2(p) – функции оператора р; А11 = U/L1- коэффициент. 

Значения функций  

                                          F1(p) = p + β2;  

                                    F2(p) = (1 – k2) p2 + (β1 +  β2) p + β1β2 = 0                         

(9) 

Очевидно, что одним из корней знаменателя уравнения (8) является 

p = 0. Корни квадратного уравнения  F2(p) по уравнению (9) определяются 

уравнением 

                      ( ) ( )

2

1 2 1 2 1 2
1,2 2 2 22 1 2 1 1

p
k k k

β β β β β β + += − ± −  − − − 
                               

(10) 

Согласно свойству корней квадратного уравнения, имеем соотноше-

ния: 

         
( )

( ) ( )
1 21 2 1 2

1 2 1 22 2 2 2

1 2 1 2

1
;

1 1 1 1

T T
p p p p

k TT k k TT k

β β β β++ ⋅+ = − = − ⋅ = =
− − − −

    

Введем новые обозначения: 

                                      

( )

( )

3 1 2

1

4 1 2

2

1 1
;

2

1 1
,

2

q
Т T T

p

q
T T T

p

+= − = +

−= − = +
                                      

(11) 

где 

                                           
( )

1 2
2

1 2

4
1

TT
q

T T

σ= −
+

 ,                
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σ - общий коэффициент рассеяния обмоток, значение которого определяют 

по следующим формулам: 

                               1 2 1 2 1 2;σ σ σ σ σ σ σ= + − ≈ +
      

                              1 2
1 2

1 2

;
L M L M

L L
σ σ− −= = .     

Отношение между постоянными времени затухания Т3 и Т4 опреде-

ляется выражением: 

                                           4

3

1

1

T q

T q

−=
+

.                                  

Поскольку q является положительным числом, из выражений (11) 

вытекает, что Т4 < Т3 и это различие тем больше, чем меньше рассеяние от-

моток трансформатора. В предельном случае при σ = 0 постоянная време-

ни Т4 = 0, что физически означает отсутствие экспоненты с постоянной 

времени Т4 и возможность скачкообразного изменения токов i11 и i21 без 

нарушения закона коммутации. 

После определения корней уравнение (9) можно написать в виде: 

                                 ( ) ( )( )
2

11 2

1 1 21

U p
I

pL k p p p p

β+= ⋅
− − −

     

Применив к нему известную теорему разложения, получим уравне-

ние тока i11(t) в функции времени 

                    ( ) ( ) ( )
1 21 2 2 2

11 2

1 1 1 1 2 2 1 2

( )
1

p t p tU U p p
i t e e

r L k p p p p p p

β β + += + − − − − 
           

(12) 

или 

                       ( ) ( )11 0 11 11 0 11 1 11 2( ) exp expm b m bi t I i i I I p t I p t= + + = + + ,      

где I0 – принужденный или установившийся ток первого контура в первой 

части задачи; i11m – медленно затухающий свободный ток первичного кон-
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тура в первой части задачи; i11b - быстро затухающий свободный ток пер-

вого контура. 

При этом ток I0 не зависит от времени. Его значение и  начальные 

значения токов i11m и i11b, соответственно I11m и I11b, определяются выраже-

ниями: 

0

1

;
U

I
r

=                    

( ) ( )
1 2

11 2

1 1 1 21m

U p
I

L k p p p

β+= ⋅
− −

;         

( ) ( )
2 2

11 2

1 2 1 21b

U p
I

L k p p p

β− += ⋅
− −

 .                   

Легко видеть, что отношение начальных токов I11m и I11b определяет-

ся выражением: 

                                       11 3 2

11 2 4

m

b

I T T

I T T

−=
−

 .                                             

Принимая во внимание нулевые начальные условия первой задачи, 

подстановкой t = 0 в уравнение (12), получим: 

                                        ( )0 11 11m bI I I= − +                                          

Аналогично решая систему (2) относительно тока I21, получим 

               
( ) ( ) ( )

21
21 2 2

21 2 1 2 1 21

MU A
I

F pL L k p pβ β β β
−= =

 − + + + 
,                    

(13) 

где А21= – MU/(L1L2) – коэффициент.                                   

Функция F2(p) в уравнении (13) повторяет соответствующую функ-

цию уравнения (9) и имеет уже известные корни p1 и p2.  Производная от 

этой функции ( ) ( )2

1 22 1F p k p β β′ = − + + . 

Оригиналом тока i21(t) является выражение  
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                   ( ) ( )
( )

( )
( )

21 1 21 2
21 2 2

1 1 2 2 1 2

exp exp

2 1 2 1

A p t A p t
i t

k p k pβ β β β
= +

− + + − + +
                 

(14) 

Из уравнения (14) видно, что принужденный ток во вторичной об-

мотке отсутствует, а свободные токи i21m и i21b определяются выражениями:  

                                  
( )

( )
21 1

21 2

1 1 2

exp

2 1m

A p t
i

k p β β
=

− + +
; 

                                    
( )

( )
21 2

21 2

2 1 2

exp

2 1b

A p t
i

k p β β
=

− + +
. 

Согласно уравнениям (12) и (14), ток i11(t) в течение переходного 

процесса стремится от нуля к своему принужденному значению, а ток i21(t) 

сначала от нуля возрастает по абсолютному значению в отрицательной об-

ласти, достигая некоторого максимального значения, а затем затухает, 

стремясь к нулю. Максимум тока имеет место при выполнении условия 

di21/dt = 0. Время tm1, соответствующее экстремальному току, определяется 

известным выражением [5]:  

                                      2
1

1 2 1

1
lnm

p
t

p p p
=

−
                                               

(15)    

Подстановкой (15) в уравнение (13) получим значение максимально-

го тока вторичной обмотки в переходном процессе: 

                        1 2 1 1
21max

1 2 3 4 3 4

exp exp .m mMU TT t t
i

L L T T T T

    
= − − − −    −    

                     

Выделим следующие закономерности изменения экспоненциальных 

токов в обеих обмотках. На начальной стадии переходного процесса 

наибольшее влияние на процесс оказывают быстро затухающие свободные 

токи i11b и i21b, а в последующем их влияние ослабевает, поскольку они 

быстро приближаются к нулевому значению, и основным процессом ста-
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новится медленно затухающий процесс изменения свободных токов. Ток 

намагничивания, определяемый суммой токов  i11(t) + i21(t), изменяется 

практически экспоненциально с постоянной времени Т3, поскольку сумма 

быстро затухающих токов  i11b + i21b очень мала. Отметим, что при отсут-

ствии рассеяния в идеализированном трансформаторе (k = 1) сумма этих 

токов равна нулю и, как отмечалось выше, токи i1 и i2 могут изменяться 

скачком. 

Медленно затухающие свободные токи практически определяются 

только процессами изменения магнитного потока в сердечнике трансфор-

матора, в то время как быстрые – с изменением потоков рассеяния обмо-

ток. Таким образом, наличие рассеяния вначале замедляет переходный 

процесс и не допускает скачкообразного изменения токов в обмотках, а за-

тем в продолжение переходного процесса ускоряет его. 

Второй этап. На этом этапе решается система уравнений (3). Реше-

ние этой системы относительно тока I12 (ток первичной ветви для второго 

этапа вычисления) дает следующее уравнение: 

( ) ( )
( )
( )

41 1 2 2
12 122 2

1 1 2 1 2 2

(0) (0)

1

F pL i Mi p
I A

L k p p F p

β
β β β β

+ += ⋅ =
− + + +

 ,                 

(16) 

где А12 = Е1(0)/L1;      F4(p) = p + β2. 

Видим, что нулевого корня знаменатель уравнения (16) не имеет, а 

два его действительных корня определяются уравнением (10). Введем обо-

значение  1 1 1 2(0) (0) (0)E Li Mi= + - постоянная величина, определяемая 

начальными значениями токов i1(0) и i2(0). 

Применив к уравнению (16) формулу разложения, получим оригинал 

тока первичной обмотки i12(t): 

                   ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 1 1 2 2 2
12 12 2 2

1 1 2 2 1 2

exp exp

2 1 2 1

p p t p p t
i t A

k p k p

β β
β β β β

 + +
= + − + + − + +  
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или  

                       ( ) ( )12 12 12 12 1 12 2( ) exp expm b m bi t i i I p t I p t= + = + ,                         

(17) 

с начальными значениями токов: 

                
( )

( )
( )

( )
12 2 1 12 2 2

12 122 2

1 1 2 2 1 2

;
2 1 2 1m b

A p A p
I I

k p k p

β β
β β β β

+ +
= =

− + + − + +
 .     

Видим, что уравнение (17) не содержит принужденных членов, сле-

довательно, установившиеся значения этих токов равны нулю. Как и в слу-

чае свободных токов i11(t), в токе i12(t) имеют место медленно и быстро за-

тухающие свободные токи, обусловленные соответствующими постоян-

ными времени Т3 и Т4, одинаковыми для первой и второй задач.  

Уравнение вторичного тока в операторной форме I22 имеет вид 

             ( ) ( )
1 5

22 222 2

1 2 1 2 1 2 2

(0)

1

ME p F
I A

L L k p p Fβ β β β
= − ⋅ =

− + + +
,                

где А22= –МЕ1(0)/(L1L2);  F5 = p.  

 Применение теоремы разложения дает следующее выражение для 

тока вторичной обмотки i22(t): 

                      
( )

( )
( )

( )
1 1 2 2

22 22 2 2

1 1 2 2 1 2

exp exp
( )

2 1 2 1

p p t p p t
i t A

k p k pβ β β β
 ⋅ ⋅

= + − + + − + +  
                         

или 

                 ( ) ( ) ( )22 22 22 22 1 22 2exp expm b m bi t i i I p t I p t= + = ⋅ + ⋅ .                     

(18) 

Из уравнения (18) видно, что принужденный ток во вторичной об-

мотке отсутствует, а свободные токи I21m и I21b определяются выражения-

ми:  
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( )

( )

22 1
22 2

1 1 2

22 2
22 2

2 1 2

;
2 1

.
2 1

m

b

A p
I

k p

A p
I

k p

β β

β β

=
− + +

=
− + +

                                              

Третий этап. Из сопоставления схем на рисунках 3в и 3г, легко за-

метить подобие третьей задачи второй. Эти схемы «зеркальны», как и их 

уравнения (3) и (4). Таким образом, решение третьей задачи сводится к по-

вторению решения второй с заменой постоянных rk, Lk, ЭДС Ek и токов Ik 

по следующему правилу: вместо Е1(0) записывается Е2(0), определяемое 

уравнением 2 2 2 1(0) (0) (0)E L i Mi= + - ЭДС от начальных значений токов пе-

реходного процесса, т.е.; Е1(0)↔Е2(0); далее r1↔r2, L1↔L2, i12↔i23, i22↔i13. 

Проведя указанную замену коэффициентов и переменных в уравне-

ниях (3), получим решение уравнений (4): 

                    ( ) ( )23 23 23 23 1 23 2( ) exp expm b m bi t i i I p t I p t= + = + ,    

с начальными значениями токов: 

       
( )
( )

( )
( )

2 1 2 123 23
23 12 12 23 12 12

12 1 2 12 1 2

0 0
;

0 0m m m b b b

E L E LA A
I I I I I I

A E L A E L
= = = =       

где A23 = E2(0)/L2. 

Уравнение тока первичного контура  

                      ( ) ( ) ( )13 13 13 13 1 13 2exp expm b m bi t i i I p t I p t= + = +       

с начальными значениями токов 

        
( )
( )

( )
( )

2 213 13
13 22 22 13 22 22

22 1 22 1

0 0
;

0 0m m m b b b

E EA A
I I I I I I

A E A E
= = = = , 

где А13= –МЕ2(0)/(L1L2). 

Результаты и обсуждение 

 Вернемся к первоначальной задаче определения токов в первичном и 

вторичном контуре трансформатора по схеме на рисунке 2.     
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Расчетный ток первичной обмотки является суммой токов этой об-

мотки по трем предыдущим этапам задачи, т.е. 

                       1 2
1 11 12 13 0 1 1( ) ( ) ( ) p t p t

m bi i t i t i t I I e I e= + + = + + ,                   (19) 

                       

0

1

1 11 12 13

1 11 12 13

;

;

.
m m m m

b b b b

U
I

r

I I I I

I I I I

=

= + +
= + +

                                                                                                                             

Ток вторичной обмотки трансформатора: 

                        1 2
2 21 22 23 2 2( ) ( ) ( ) p t p t

m bi i t i t i t I e I e⋅ ⋅= + + = +  ;                      (20) 

 

                        2 21 22 23

2 21 22 23

;

.
m m m m

b b b b

I I I I

I I I I

= + +
= + +

                   

 

Ток i1 имеет принужденное значение численно равное U/r1 и свобод-

ные токи – быстрого и медленного затухания; ток i2 принужденного значе-

ния не имеет и в переходном процессе изменяется от ненулевых начальных 

значений,  устремляясь к нулю. При этом в ходе переходного процесса ток 

i2 может вначале возрастать до некоторого максимума, а затем спадать до 

нуля, имея медленную и быструю экспоненциальные составляющие. Как и 

в случае нулевых начальных условий, максимум тока i2 и время его 

наступления определяются из условия равенства нулю первой производ-

ной функции di2/dt = 0 по уравнению (20). Время наступления максимума 

тока 

                                       
12

22

21

ln
1

pI

pI

pp
t

b

m
m −

= .                                        (21) 

Подстановкой времени tm из (21) в уравнение (20) получим макси-

мальное значение тока i2 в переходном процессе:                          

                         mm tp
b

tp
m eIeIi 21

22max2 += . 
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Начальные значения токов обмоток определяются как параметрами 

трансформатора, так и значениями токов в обмотках  в момент включения 

выключателя. При этом переходный процесс рассчитывается для каждого 

интервала подключения трансформатора к источнику напряжения задан-

ной полярности.  

Полагая в уравнениях (19) и (20)  t = 0, получим количественную 

связь постоянных в уравнениях с начальными токами в обмотках:  

                             0 1 1 1 2 2 2(0); (0)m b m bI I I i I I i+ + = + = .  

Исключение составляет теоретически возможный, но практически 

нереализуемый случай отсутствия потоков рассеяния обмоток (k = 1), ко-

гда быстро протекающий переходный процесс вырождается в изменение 

токов в обмотках трансформатора скачком. При этом сумма токов i1 + i2, 

определяющая магнитный поток трансформатора, как и сам магнитный 

поток, согласно законам коммутации, скачком измениться не могут. 

Влияние начальных условий на переходные токи в обмотках реаль-

ного (не идеализированного) трансформатора можно увидеть при сопо-

ставлении кривых этих токов при нулевых и ненулевых начальных услови-

ях на рисунке 4, где начальные значения токов определяются при t = 0. Ви-

дим, что начальные токи существенным образом влияют на переходные 

токи в обеих обмотках трансформатора. Особенно заметно это на токе вто-

ричной обмотки, максимальное значение которого изменяется от действия 

ненулевых начальных условий. 
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                             Рисунок 4 – Кривые изменения токов при нулевых (i11, i21)  

                                      и ненулевых (i1, i2) начальных условиях 
 

 

Выводы 

Характер протекания переходных токов в обмотках трансформатора 

при перемагничивании сердечника в значительной мере определяется 

начальными значениями этих токов в момент переключения цепи (началь-

ными условиями). Если характер изменения токов остается неизменным, с 

так называемыми медленным и быстрым переходным процессом, то коли-

чественные значения токов меняются заметным образом. Это необходимо 

учитывать при определении параметров источника питания при сушке 

трансформатора переходными токами при низкой частоте переключений 

(0,1 – 2 Гц).  
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