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Многие процедуры прикладной математической 
статистики основаны на решении экстремальных 
задач. В качестве примеров достаточно назвать 
методы наименьших квадратов, максимального 
правдоподобия, минимального контраста, главных 
компонент. В соответствии с новой парадигмой 
прикладной математической статистики 
центральной частью этой научно-практической 
дисциплины является статистика нечисловых 
данных (ее называют также статистикой объектов 
нечисловой природы или нечисловой статистикой), 
в которой эмпирические и теоретические средние 
определяются путем решения экстремальных 
задач. Как показано в настоящей статье, 
справедливы законы больших чисел, согласно 
которым эмпирические средние приближаются к 
теоретическим при росте объема выборки. 
Большое значение имеют предельные теоремы, 
описывающие асимптотическое поведение 
решений экстремальных статистических задач. 
Например, в методе наименьших квадратов 
выборочные оценки параметров зависимости 
приближаются к теоретическим значениям, оценки 
максимального правдоподобия стремятся к 
оцениваемым параметрам, и т.д. Вполне 
естественно стремиться изучить асимптотику 
решений экстремальных статистических задач в 
общем случае. Соответствующие результаты могут 
быть использованы в различных частных случаях. 
В этом и состоит теоретическая и практическая 
польза предельных результатов, полученных при 
наиболее слабых предположениях. Настоящая 
статья посвящена серии предельных теорем, 
касающихся асимптотики решений экстремальных 
статистических задач в наиболее общих 
постановках. Наряду с результатами теории 
вероятностей используется аппарат общей 
топологии. Основные отличия результатов 
настоящей статьи от многочисленных 
исследований по близкой тематике таковы: 
рассматриваются пространства общей природы; 
поведение решений изучается для экстремальных 
статистических задач общего вида; удается 
ослабить обычные требования типа 
бикомпактности путем введения условий типа 

Many procedures of applied mathematical statistics 
are based on the solution of extreme problems. As 
examples it is enough to name methods of least 
squares, maximum likelihood, minimal contrast, 
main components. In accordance with the new 
paradigm of applied mathematical statistics, the 
central part of this scientific and practical discipline 
is the statistics of non-numerical data (it is also 
called the statistics of objects of non-numerical 
nature or non-numeric statistics) in which the 
empirical and theoretical averages are determined by 
solving extreme problems. As shown in this paper, 
the laws of large numbers are valid, according to 
which empirical averages approach the theoretical 
ones with increasing sample size. Of great 
importance are limit theorems describing the 
asymptotic behavior of solutions of extremal 
statistical problems. For example, in the method of 
least squares, selective estimates of the parameters 
of the dependence approach the theoretical values, 
the maximum likelihood estimates tend to the 
estimated parameters, etc. It is quite natural to seek 
to study the asymptotic behavior of solutions of 
extremal statistical problems in the general case. 
The corresponding results can be used in various 
special cases. This is the theoretical and practical 
use of the limiting results obtained under the 
weakest assumptions. The present article is devoted 
to a series of limit theorems concerning the 
asymptotics of solutions of extremal statistical 
problems in the most general formulations. Along 
with the results of probability theory, the apparatus 
of general topology is used. The main differences 
between the results of this article and numerous 
studies on related topics are: we consider spaces of a 
general nature; the behavior of solutions is studied 
for extremal statistical problems of general form; it 
is possible to weaken ordinary requirements of 
bicompactness type by introducing conditions of the 
type of asymptotic uniform divisibility 
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1. Введение 

 

Многие статистические методы основаны на решении 

экстремальных задач. В качестве примеров достаточно назвать методы 

наименьших квадратов, максимального правдоподобия, минимального 

контраста, главных компонент. В соответствии с новой парадигмой 

прикладной математической статистики центральной частью этой научно-

практической дисциплины является статистика нечисловых данных (ее 

называют также статистикой объектов нечисловой природы или 

нечисловой статистикой), в которой эмпирические и теоретические 

средние определяются путем решения экстремальных задач. 

Справедливы законы больших чисел, согласно которым 

эмпирические средние приближаются к теоретическим при росте объема 

выборки. Большое значение имеют предельные теоремы, описывающие 

асимптотическое поведение решений экстремальных статистических 

задач. Например, в методе наименьших квадратов выборочные оценки 

параметров зависимости приближаются к теоретическим значениям, 

оценки максимального правдоподобия стремятся к оцениваемым 

параметрам, и т.д. 

Вполне естественно стремиться изучить асимптотику решений 

экстремальных статистических задач в общем случае. Соответствующие 

результаты могут быть использованы в различных частных случаях. В 
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этом и состоит теоретическая и практическая польза предельных 

результатов, полученных при наиболее слабых предположениях. 

Настоящая статья посвящена серии предельных теорем, касающихся 

асимптотики решений экстремальных статистических задач в наиболее 

общих постановках. 

 

2. Случай конечного пространства 

 

Исходим из аксиоматики А.Н. Колмогорова теории вероятностей [1, 

2]. Пусть },,{ PFΩ  - вероятностное пространство, где Ω  - пространство 

элементарных событий, F - σ -алгебра случайных событий, P - 

вероятностная мера на этой σ -алгебре. Пусть Z - пространство параметров, 
1: RZfn →Ω×  - последовательность случайных функций.  

Пусть существует предельная функция 1: RZf →  такая, что  

)(),( xfxfn →ω      (1) 

при ∞→n  и всех Zx∈ . В соотношении (1) будем рассматривать два вида 

сходимости - по вероятности и с вероятностью 1.  

Положим 

)(min)(),,(min)( xfArgfExfArgfE
Zx

n
Zx

n
∈∈

== ω . 

Тогда случайное множество E(fn) и множество E(f) непусты из-за 

конечности множества Z. 

Будем изучать сходимость E(fn) к E(f) при ∞→n  и, в частности, 

получим законы больших чисел [3, 4]. Такие постановки возникают и в 

оптимизационном подходе к задачам прикладной статистики [5]. 

Теорема 1. Пусть справедливо соотношение (1) (сходимость по 

вероятности). Тогда  

( ) 1)()(lim =⊆
∞→

fEfEP n
n

.      (2) 

Доказательство. Положим 
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)},(\),(min{},),(min{ fEZxxfbZxxfa ∈=∈=  

},|)(),(|:{),(
3

1
ZxxfxfBab nn ∈∀≤−=−= εωωε . 

Из конечности Z следует, что 0>ε . Если nB∈ω , то )()( fEfE n ⊆ . 

Имеем 

}|)(),({|1)( εω >−−≥ ∑
∈

xfxfPBP
Zx

nn .    (3) 

Из (1) и (3) следует, что 1)( →nBP  при ∞→n , а потому справедливо 

(2). Теорема 1 доказана.  

В качестве примеров рассмотрим законы больших чисел в 

пространствах общей (другими словами, произвольной) природы.  

Пусть Z - пространство общей природы, X - случайный элемент со 

значениями в Z [2], функция ),0[: 2 +∞→Zρ  интерпретируется как 

показатель различия (мера близости, аналог расстояния, метрики) между 

элементами Z, т.е. 0),( =xxρ  и ),(),( xyyx ρρ =  для любых x, y из Z.  

Математическим ожиданием (или теоретическим средним) 

случайного элемента X относительно показателя различия ρ  называется  

),(min),( xXMArgXE
Zx

ρρ
∈

= .     (4) 

Запись (4) предполагает, что ),( xXρ  - действительнозначная 

случайная величина (т.е. принимающая числовые значения) с 

математическим ожиданием ),( xXMρ . В дальнейшем это условие будем 

считать выполненным. Ясно, что теоретическое среднее (4) не всегда 

существует - минимум может не достигаться или же +∞=),( xXMρ  для всех 

Zx∈ . Теоретическое среднее (4), вообще говоря, - подмножество, а не 

элемент Z. Ясно также, что теоретическое среднее зависит не только от 

случайного элемента X, но и от показателя различия ρ . 

Эмпирическим средним выборки nXXX ,...,, 21  элементов Z 

относительно показателя различия ρ  называется  
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∑
≤≤∈

=
ni

i
Zx

n xXArgE
1

),(min)( ρρ .     (5) 

Все замечания, высказанные выше по поводу теоретического 

среднего, относятся и к эмпирическому среднему, поскольку (4) переходит 

в (5), если математическое ожидание берется по эмпирическому 

распределению. приписывающему каждому элементу выборки Xi меру n-1.  

Если Z состоит из конечного числа элементов, то в (4) и (5) минимум 

берется из конечного числа слагаемых, а потому существование 

эмпирических и теоретических средних величин очевидно. В большинства 

прикладных задач Z конечно. 

Перейдем к формулировкам законов больших чисел (сходимость по 

вероятности). Пусть сначала теоретическое среднее ),( ρXE  состоит ровно 

из одного элемента. 

Теорема 2 (закон больших чисел). Пусть nXXXX ,...,,, 21  одинаково 

распределены и попарно независимы. Тогда 

0)},()({lim =≠
∞→

ρρ XEEP n
n

. 

Если теоретическое среднее ),( ρXE  состоит более чем из одного 

элемента, то теорема 2 остается справедливой при следующей 

модификации. 

Теорема 3 (закон больших чисел). Пусть nXXXX ,...,,, 21  распределены 

и попарно независимы. Тогда 

1)},()({lim =⊆
∞→

ρρ XEEP n
n

. 

Доказательство теорем 2 и 3. Рассмотрение законов больших чисел 

в конечном пространстве сводится к постановкам начала настоящего 

раздела, если положить 

),()(,),(
1

),( 1
1

xXMxfxX
n

xf
ni

in ρρω == ∑
≤≤

. 
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Дисперсия ),( xX iρ  конечна в силу конечности Z, а потому (1) 

справедливо по теореме Чебышёва [6, с.203]. Ссылка на теорему 1 

завершает доказательство теоремы 3.  

Если E(f) содержит ровно один элемент, то включение )()( fEfE n ⊆  

эквивалентно равенству )()( fEfE n =  в силу непустоты E(fn). Это замечание 

объясняет формулировку теоремы 2, справедливость которой следует из 

сказанного выше.  

Перейдем к рассмотрению сходимости с вероятностью 1.  

Теорема 4. Пусть справедливо соотношение (1) (сходимость с 

вероятностью 1). Тогда с вероятностью 1 существует случайный номер 

)(ωNN =  такой, что )()( fEfE n ⊆  при всех n > N. 

Доказательство. Пусть ε  - то же, что в теореме 1. С вероятностью 1 

найдутся номера (натуральные числа) ),( xN ω  такие, что 

εω <− |)(),(| xfxfn       (6) 

при ),( xNn ω> . Положим }),,(max{ ZxxNN ∈= ω . Если n > N, то неравенство 

(6) выполнено одновременно для всех Zx∈ , следовательно, nB∈ω , а 

потому )()( fEfE n ⊆ , что и требовалось доказать. 

Рассмотрим применения к законам больших чисел (сходимость с 

вероятностью 1). Пусть сначала теоретическое среднее ),( ρXE  состоит 

ровно из одного элемента. 

Теорема 5 (усиленный закон больших чисел, частный случай). Пусть 

nXXXX ,...,,, 21  независимы и одинаково распределены. Тогда  вероятностью 

1 существует случайный номер )(ωNN =  такой, что ),()( ρρ XEEn =  при 

всех n > N. 

Если теоретическое среднее ),( ρXE  состоит, возможно, более чем из 

одного элемента, то теорема 5 остается справедливой при следующей 

модификации. 
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Теорема 6 (усиленный закон больших чисел, общий случай). Пусть 

nXXXX ,...,,, 21  независимы и одинаково распределены. Тогда  вероятностью 

1 существует случайный номер )(ωNN =  такой, что ),()( ρρ XEEn ⊆  при 

всех n > N. 

Доказательство теорем 5 и 6. Усиленный закон больших чисел для 

случайных величин ,...2,1),,( =ixX iρ , вытекает из теоремы А.Н. 

Колмогорова [6, с.221], поскольку они одинаково распределены и взаимно 

независимы. Значит, соотношение (1) справедливо. Для завершения 

доказательства достаточно сослаться на теорему 4. Если E(f) содержит 

ровно один элемент, то включение )()( fEfE n ⊆  эквивалентно равенству 

)()( fEfE n =  в силу непустоты E(fn). Это замечание поясняет формулировку 

теоремы 5.  

Результаты настоящего параграфа опираются на подход, развитый в 

[7, п.4.4]. 

 

3. Пространства общей природы: предварительные определения 

 

В п.1 выше существенно использовалась конечность пространства Z. 

Для переноса результатов на пространства общей природы понадобится 

ряд определений. 

Пусть дана функция 1: RZf → . Для произвольного 0>ε  положим  

},}),(inf{)(:{)( ZxZyyfxfxfK ∈+∈<= εε  

и назовем это множество ε -пяткой функции f на множестве Z. Ясно, что 

∅≠)( fKε  тогда и только тогда, когда −∞>∈ }),(inf{ Zyyf . Если ),( ωxff =  - 

случайная функция, то ε -пятка )( fKε  - случайное множество. 

Разбиением R(Z) пространства Z называется конечная совокупность 

подмножеств T = T(Z)  = {Z1, Z2, ..., Zk}, называемых областями, или 

элементами разбиения, такая, что  
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kjijiZZZZZZ jik ,...,2,1,,,,...21 =≠∅== ΙΥΥΥ . 

Пусть 1: RZf →  - действительная функция на Z. Колебанием f на 

подмножестве XY ⊆  называется 

},|,)()(sup{|),( YxYxxfxfYf ∈′∈′−=δ . 

Колебанием f на разбиении T = T(Z)  = {Z1, Z2, ..., Zk} называется 

},....2,1),,(max{),( kiZfTf i == δδ . 

Функция f называется равномерно разбиваемой, если для любого 

0>ε  найдется разбиение )(εTT =  такое, что εδ <),( Tf . 

Случайная функция ),( ωxf , определенная на Ω×Z , где Ω  - 

пространство элементарных событий, называется равномерно 

разбиваемой, если для любого 0>ε  найдется разбиение )(εTT =  множества 

Z такое, что εεδ <> }),({ TfP . 

Последовательность случайных функций Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxfn , 

называется асимптотически равномерно разбиваемой (АРР-

последовательностью), если при любом 0>ε  можно указать такое 

разбиение )(εTT =  множества Z , что  

εεδ <>
∞→

}),({suplim TfP n
n

 

(здесь через lim sup обозначен верхний предел). 

Последовательность случайных функций Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxgn , 

называется координатно асимптотически разбиваемой (КАРР-

последовательностью), если для любого 0>ε  можно указать такое 

разбиение )(εTT =  множества Z , что  

εεδ <
∞→

))(,(suplim Tgn
n

 

при всех Ω∈ω . 

Замечание 1. Равномерно разбиваемые функции не обязательно 

являются непрерывными. 
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Замечание 2. В дальнейшем без специальных оговорок считаем, что 

),( in Zfδ  - случайные величины. Достаточные условия для этого могут быть 

сформулированы, например, с помощью понятия сепарабельности, как мы 

делали в [8], или соображений, связанных с измеримым выбором [9, 

добавление 1]. 

Замечание 3. Материал пп. 3-5 настоящей статьи опирается на 

подход, предложенный в [10]. 

 

4. Равномерная сходимость и сходимость ε -пяток  

при условии асимптотической равномерной разбиваемости  

 

Теорема 7. Пусть Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxfn , - АРР-

последовательность. Пусть при всех Zx∈  

)(),(lim xfxfn
n

=
∞→

ω      (7) 

по вероятности. Тогда последовательность fn равномерно сходится к f, 

т.е. 

0}]|,)(),([sup{|lim =∈−
∞→

Zxxfxfn
n

ω     (8) 

по вероятности. Обратно, пусть справедливо (8), функция f является 

равномерно разбиваемой. Тогда fn является АРР-последовательностью. 

Доказательство. В силу определения АРР-последовательности при 

произвольном 0>ε  найдется разбиение T и натуральное число n0 такие, 

что  

εεδ −>≤ 1}),({ TfP n      (9) 

при n > n0. Докажем, что  

εδ ≤),( Tf .      (10) 

Предположим, что это не так, т.е. проведем доказательство от 

противного. Тогда можно указать точки x' и x'', лежащие в одной области 

разбиения T, но такие, что 
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ε>′′−′ |)()(| xfxf .     (11) 

Из (7) и (11) следует, что  

1}|),(),({|lim =>′′−′
∞→

εωω xfxfP nn
n

.    (12) 

Поскольку 

|),(),(|),( ωωδ xfxfTf nnn ′′−′≥ , 

то (12) противоречит (9). Итак, (10) доказано. Из (10) следует, в частности, 

что 

−∞>∈ }),(inf{ Zxxf . 

Выберем по точке в каждой из областей разбиения T, т.е. рассмотрим 

kiZx ii ,....,2,1, =∈ . Поскольку 

|)()(||)(),(||),(),(||)(),(| xfxfxfxfxfxfxfxf nnnn −′+′−′+′−≤− ωωωω , (13) 

где x′  - то из xi, что лежит с x в одной области разбиения T, то 

).,(},...,2,1|,)(),(max{|

),(}|,)(),(sup{|

Tfkixfxf

TfZxxfxf

ii

nn

δω
δω

+=−+

+≤∈−
    (14) 

В силу (9) и (10) с вероятностью не менее ε−1  при 0nn >  

},...,2,1|,)(),(max{|2}|,)(),(sup{| kixfxfZxxfxf iin =−+≤∈− ωεω .  (15) 

С помощью (7) заключаем, что при достаточно больших n 

εεω 21}3}|,)(),({sup{| −≥≤∈− ZxxfxfP n ,    (16) 

откуда и следует (8). 

Перейдем к доказательству обратного утверждения теоремы. Для 

любых ZyZx ∈∈ ,  имеем 

)},()({)}()({)}(),({),(),( ωωωω yfyfyfxfxfxfyfxf nnnn −+−+−=− . (17) 

Поскольку f равномерно разбиваема, то по 0>ε  можно указать 

разбиение )(εTT =  такое, что εδ <),( Tf . Это T будет использовано для 

доказательства того, что fn - АРР-последовательность. В силу (8) можно 

указать n0 такое, что при 0nn >  первая и третья скобки в (17) не 
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превосходят ε  (по абсолютной величине) с вероятностью ε−1  каждая. 

Тогда 

εεδ 2}3),({ <>TfP n ,     (18) 

откуда и следует требуемое. 

Следствие. Пусть f - равномерно разбиваемая функция. Тогда для 

того, чтобы из поточечной сходимости (7) последовательности функций fn 

к f вытекала равномерная сходимость (8), необходимо и достаточно, чтобы 

последовательность fn была асимптотически равномерно разбиваемой. 

Теорема 8. Пусть Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxfn , - АРР-

последовательность. Пусть выполнено (7), т.е. при всех Zx∈  

)(),(lim xfxfn
n

=
∞→

ω  

по вероятности. Тогда при любом 0>δ  и любом C > 1 вероятность 

непустоты )( nfKδ  стремится к 1 и 

{ } 1)()(:lim =⊆
∞→

fKfKP Cn
n

δδω ,    (19) 

т.е. δ -пятка fn асимптотически входит в δС - пятку f. 

Доказательство. Пусть nΩ  - совокупность всех тех ω , при которых 

−∞=∈ }),,(inf{ Zxxfn ω . С помощью соотношения (9) заключаем, что при 

любом фиксированном 0>ε  и достаточно больших n справедлива оценка 

ε<Ω )( nP , т.е. 

0)(lim =Ω
∞→ n

n
P . 

Фиксируем 0>δ . Рассмотрим 0>ε  и разбиение )(εT , о котором идет 

речь в определении АРР-последовательности. Тогда при достаточно 

большом n верно неравенство (9). Рассмотрим по точке xi в каждой из 

областей Xi разбиения )(εT . Пусть K - объединение всех областей 

разбиения )(εTT = , полностью лежащих в )( fKCδ . Тогда в силу (9) при 

достаточно большом n 

εωω −⊆≥∈ }\),,(min{}\),,(inf{ KZXxfKZxxf iinn    (20) 
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с вероятностью не менее ε−1 . Из (7), (10) и определения K следует, что с 

вероятностью не менее ε−1  при достаточно большом n 

.2}).(inf{

}\),(min{}\),,(min{

εδ
εω

−+∈≥

≥−∈≥∈

CZxxf

KZxxfKZxxf iiiin .   (21) 

Следовательно, с вероятностью не менее ε21−  при достаточно 

большом n 

}),(inf{3}\),,(inf{ ZxxfCKZxxfn ∈+−≥∈ εδω . 

Рассмотрим теперь элемент Zx ∈0  такой, что 

ε+∈< }),(inf{)( 0 Zyyfxf . 

Тогда при достаточно большом n с вероятностью не менее ε−1  

εω 2}),(inf{),( 0 +∈≤ Zyyfxfn . 

Следовательно, для всех )( nfKx δ∈  

δεω ++∈≤ 2}),(inf{),( Zyyfxfn . 

Если δεεδ +>− 23C , т.е. εδ 5)1( >−C , то с вероятностью не менее ε31−  

)()( fKKfK Cn δδ ⊆⊆  

при достаточно больших n; теорема 8 доказана. 

 Пример 1. Пусть в детерминированном случае Z = [0, 2] и 









≤<
≠≤≤

=
=

.21;5,0

,,10;1

,;0

)( 1

1

x

xx

x

xf n

n

n  

Тогда при любом ]2,0[∈x  

)()(lim xfxfn
n

=
∞→

, 

где 





≤<
≤≤

=
;21;5,0

;10;1
)(

x

x
xf  

однако 

1}|,)()(sup{| =∈− Zxxfxfn  

при всех n. При 5,00 << ε  
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{ }nnfKfK 1)(],2,1()( == εε . 

Пример 2. Пусть ]1,0()0,1[ Υ−=Z , 

,...,...,2,1),(,)(
1

),(
1

2 nix
n

xf ii
ni

in ==−= ∑
≤≤

ωξξξω , 

где iξ  - независимые равномерно распределенные на [-1, 1] \ {0} 

случайные величины. Имеем  

3
122)(),(lim +=−=

∞→
xxMxfn

n
ξω . 

Справедлива теорема 8, хотя { }Zxx ∈+ ,inf 3
12  не достигается, так как 

точка x =0 исключена из Z. 

Эти примеры демонстрируют специфику рассматриваемых 

соотношений. Ясно вместе с тем, что соотношение (19) может иметь место 

и при отсутствии асимптотической равномерной разбиваемости. 

Для получения аналогов теорем 1 и 4 в случае сходимости с 

вероятностью 1 необходимо следующее определение. 

Определение 1. Последовательность функций 

Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxfn , называется асимптотически равномерно 

разбиваемой с вероятностью 1 (ВАРР-последовательностью), если при 

любом 0>ε  можно указать разбиение )(εT  пространства Z такое, что  

εεδ <
∞→

))(,(lim Tfn
n

 

с вероятностью 1. 

Теорема 9. Пусть Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxfn , - ВАРР-

последовательность. Пусть при всех Zx∈   

)(),(lim xfxfn
n

=
∞→

ω      (22) 

с вероятностью 1. Тогда последовательность fn равномерно сходится к f, 

т.е. 

0}]|,)(),([sup{|lim =∈−
∞→

Zxxfxfn
n

ω    (23) 

с вероятностью 1.  
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Обратно, пусть справедливо соотношение (23), функция f является 

равномерно разбиваемой. Тогда fn - ВАРР-последовательность. 

Следствие. Пусть f - равномерно разбиваемая функция. Тогда для 

того, чтобы из поточечной сходимости (22) последовательности функций fn 

к f вытекала равномерная сходимость (23), необходимое и достаточное 

условие таково: последовательность fn асимптотически равномерно 

разбиваема с вероятностью 1. 

Теорема 10. Пусть Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxfn , - ВАРР-

последовательность и справедливо (22). Тогда при любом 0>δ  и любом 

1>C  существует с вероятностью 1 случайный номер )(ωNN =  такой, что 

∅≠)( nfKδ  и )()( fKfK Cn δδ ⊆  при всех n > N. 

Доказательства теорем 9 и 10 получаются из доказательств теорем 1 

и 4 путем незначительных изменений, связанных с заменой сходимости по 

вероятности на сходимость с вероятностью 1 на всех этапах рассуждений, 

а потому здесь не приводятся. 

 

5. Экстремумы аддитивных статистик 

 

Пусть Ω∈∈ ωωωω ,),...,,(),...,,(),,( 21 Zxxgxgxg n , - независимые 

случайные функции. Аддитивной статистикой называется  

∑
≤≤

=
ni

in xg
n

xf
1

),(
1

),( ωω .     (24) 

Предположим, что все ),( ωxgi  имеют при данном x математические 

ожидания ),( ωxМgi  и равномерно ограниченные дисперсии. Тогда в силу 

теоремы Чебышёва [6, с.203] 

0),(
1

),(
1

→− ∑
≤≤ ni

in xМg
n

xf ωω     (25) 

по вероятности при ∞→n . 

Предположим, что при всех x существует 
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)(),(
1

lim
1

xfxМg
n ni

i
n

=∑
≤≤∞→

ω .     (26) 

В соответствии с результатами предыдущего раздела 4 настоящей 

работы представляет интерес выяснение условий, при которых введенные 

в (24) функции Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxfn , образуют АРР-

последовательность. 

Заметим, что 

∑
≤≤

′−≤′−
ni

iinn xgxg
n

xfxf
1

|),(),(|
1

|),(),(| ωωωω ,  (27) 

а потому 

∑
≤≤

≤
ni

in Tg
n

Tf
1

),(
1

),( δδ .     (28) 

Теорема 11. Пусть выполнено соотношение (26), для любого 0>ε  

существует разбиение )(εT  такое, что математическое ожидание 

))(,( εδ TgM n  существует при всех n и 

εεδ <
∞→

))(,(lim TgM n
n

,     (29) 

причем дисперсия ))(,( εδ TgD n  существует при всех n и 

∞<
∞→

))(,(lim εδ TgD n
n

.     (30) 

Тогда введенные в (24) функции Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxfn , 

образуют АРР-последовательность. 

Доказательство. Возьмем 0>ε . Рассмотрим )(εTT = . В силу 

неравенства Чебышёва, соотношений (29) и (30) имеем 

12),(
1

lim
1

=






 <∑

≤≤∞→
εδ

ni
n

n
Tg

n
P .    (31) 

Из (28) и (31) следует, что Ω∈∈= ωω ,,...,2,1),,( Zxnxfn , является АРР-

последовательностью.  
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Теорема 12. Пусть {gn} - ВАРР последовательность, существует C 

такое, что |gn|<C при всех n с вероятностью 1. Тогда {fn} - ВАРР-

последовательность.  

Доказательство. Из (28) и определения 1 раздела 4 следует, что в 

качестве разбиений )(εT  для fn можно использовать таковые для gn, 

существующие в силу определения 1. 

От аддитивных статистик общего вида (24) перейдем к важному 

частному случаю. Пусть ...),(...,),(),( 21 ωξωξωξ n  - независимые случайные 

величины со значениями в некотором множестве Y, функция 1: RYZh →×  и 

,...2,1)),(,(),( == nxhxg nn ωξω     (32) 

Понадобится используемое в общей топологии понятие бикомпакта 

(бикомпактного хаусдорфова пространства) [11]. 

Теорема 13. Пусть Z и Y - бикомпакты, h - непрерывная функция (в 

топологии произведения). Тогда последовательность функций {gn, n 

=1,2,... } из (32) - КАРР-последовательность. 

Доказательство. В [3, 4] установлено существование открытого 

подпокрытия W1, W2, ..., Wm множества Z (в терминах [11]) такого, что если 

x и x' принадлежат одному и тому же элементу подпокрытия Wj при каком-

либо j, то 

ε<∈′− }|,),(),(sup{| Yyyxhyxh     (33) 

(доказательство в [3, 4] ведется в случае Z = Y, но легко видеть: при замене 

Z2 на YZ ×  рассуждения проходят без изменений). 

Систему множеств W1, W2, ..., Wm превратим в разбиение )(εT , отнеся 

стандартным образом общие точки к множеству с минимальным номером. 

Это разбиение и будет искомым. Действительно, в силу (33) при любом nξ , 

а потому и при любом ω , имеем εεδ <))(,( Tgn , а потому {gn} удовлетворяет 

определению КАРР-последовательности (см. раздел 3). Теорема 13 

доказана. 
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Следствие. Пусть Z и Y - бикомпакты, 1: RYZh →×  - непрерывная 

функция, ...),(...,),(),( 21 ωξωξωξ n  - независимые одинаково распределенные 

случайные величины со значениями в Y. Тогда при любых 0>δ  и C > 1 

имеем 

1)}()(:{lim =⊆
∞→

fKfKP Cn
n

δδω ,    (34) 

где 

),()(,),(
1

),(
1

i
ni

in xMhxfxh
n

xf ξξω == ∑
≤≤

.  (35) 

Следствие вытекает из теорем 8, 11 и 13. Заметим, что в силу 

непрерывности h и того, что минимум непрерывной функции на 

бикомпакте достигается,  

∅≠= ∑
≤≤∈ ni

i
Zx

n xhArgfK
1

0 ),(min)( ξ . 

В [3, 4] показано, что и ∅≠)(0 fK . Следовательно, справедлива 

следующая теорема, анонсированная в [12] (резюме доклада на Семинаре 

по математической статистике, посвященном памяти член-корр. АН СССР 

Л.Н. Большева, 8-12 октября 1979 г., Математический институт  им. В.А. 

Стеклова АН СССР). 

Теорема 14. В условиях следствия ∅≠)(0 nfK  и ∅≠)(0 fK , при любом 

0>ε   

{ } 1)}()(lim 0 =⊆
∞→

fKfKP n
n

ε .     (36) 

Заключение теоремы 14 можно интерпретировать как 

состоятельность оценок минимального контраста, обобщающих оценки 

максимального правдоподобия [5]. При Z = Y теорема 14 переходит в закон 

больших чисел (ср. результаты, приведенные в статьях [3, 4]). 

Пример 3. Рассмотрим задачу аппроксимации (другими словами, 

параметрической регрессии). Пусть ( )21, iii ξξξ = , а )),,((),( 21
iii xqHxh ξξξ = . 

Таким образом, предполагается, что мы ищем наилучшее приближение 2
iξ  
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с помощью параметрического семейства функций ),( 1
ixq ξ , где x - параметр; 

при этом H - показатель различия (другими мера близости, расстояние, 

метрика или псевдометрика) в пространстве, в котором лежит 2
iξ . Из 

непрерывности q и H вытекает непрерывность h. Соотношения (34) - (36) 

интерпретируются как состоятельность оценки параметра аппроксимации 

x. В случае параметрической регрессии эти соотношения показывают 

также, к какому пределу сходятся оценки при неадекватности модели. 

Перейдем к сходимости с вероятностью 1. 

Теорема 15. Пусть ,...,2,1),,( =nxgn ω одинаково распределены, для 

любого 0>ε  существует разбиение )(εT  такое, что εεδ <))(,( TgM n . Тогда 

{fn} - ВАРР-последовательность. 

Доказательство вытекает из теоремы А.Н. Колмогорова [6, с.221] об 

усиленном законе больших чисел, согласно которой 

),(),(
1

1
1

ωω xMgxg
n ni

i →∑
≤≤

 

с вероятностью 1. 

Аналогом следствия к теореме 13 и теоремы 14 является следующее 

утверждение. 

Теорема 16. Пусть Z и Y - бикомпакты, 1: RYZh →×  - непрерывная 

функция, ...,..,,., 21 nξξξ  - независимые одинаково распределенные 

случайные элементы со значениями в Y. Тогда ∅≠)(0 fK  и ∅≠)(0 nfK  с 

вероятностью 1. Для любого 0>ε  существует с вероятностью 1 

случайный номер ),( ωεNN =  такой, что )()(0 fKfK n ε⊆  при всех n>N. 

Доказательство вытекает из теорем 10, 12 и 13. 

С помощью приведенных выше результатов можно получать и 

другие варианты предельных теорем. Примером является следующее 

утверждение. 
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Теорема 17. Пусть ,...,2,1),,( =nxgn ω  - независимые одинаково 

распределенные случайные элементы, ),( ωxMgn  существует, для любого 

0>ε  найдется разбиение )(εT  такое, что εεδ <))(,( TgM n . Тогда при любом 

0>δ  и любом C > 1 существует с вероятностью 1 случайный номер 

)(ωNN =  такой, что ∅≠)( nfKδ  и )()( fKfK Cn δδ ⊆  при всех n > N. 

Доказательство. По теореме 15 {fn} - ВАРР-последовательность. По 

теореме А.Н. Колмогорова об усиленном законе больших чисел 

справедливо соотношение (22). Ссылка на теорему 10 завершает 

доказательство. 

Обсудим законы больших чисел. Условия существования 

эмпирического среднего )(ρnE  и математического ожидания ),( ρXE  

рассмотрены в [3, 4]. Ряд утверждений о законах больших чисел можно 

получить на основе результатов настоящего раздела при YZ = . 

Теорема 18. Пусть X1, X2, ..., Xn, ... - независимые одинаково 

распределенные случайные элементы со значениями в бикомпакте Z, а 

функция 12: RZ →ρ  непрерывна. Тогда при любом 0>ε  

{ } 1)()(lim =⊆
∞→

fKEP n
n

ερ , 

где ),()( 1 xXMxf ρ= ; существует с вероятностью 1 случайный номер 

)(ωNN =  такой, что )()( fKEn ερ ⊆  при всех n > N. 

Для доказательства достаточно сослаться на теоремы 14 и 17. 

Теорема 18 представляет собой одну из возможных точных формулировок 

законов больших чисел [3, 4]. 

Представляет интерес отказ от предположения бикомпактности Z. 

Можно потребовать, чтобы ...},2,1),({ =nxXnρ  была АРР-, ВАРР= или 

КАРР-последовательностью и применить полученные в настоящей статье 

результаты.  Однако из этого требования вытекает, что функция ρ  

ограничена на Z2. Можно воспользоваться комплексом условий, при 



Научный журнал КубГАУ, №133(09), 2016 года 

http://ej.kubagro.ru/2017/09/pdf/45.pdf 

20 

которых в [3, 4] доказано существование теоретического и эмпирического 

средних. Соответствующие теоремы о законах средних чисел получены в 

[3, 4]. 

 

6. Заключительные замечания 

 

Основные отличия результатов настоящей статьи от 

многочисленных исследований по близкой тематике таковы: 

рассматриваются пространства общей природы; поведение решений 

изучается для экстремальных статистических задач общего вида; удается 

ослабить обычные требования типа бикомпактности путем введения 

условий типа асимптотической равномерной разбиваемости. 

Согласно новой парадигме прикладной статистики [13] задачи 

оптимизации занимают центральное место в математических методах 

статистики, в то время как в старой парадигме середины XX в. такое место 

занимали суммы случайных величин и функции от сумм. Необходимо 

отметить, что основанные на решении экстремальных задач критерии 

Колмогорова и Смирнова иногда используются неправильно [14]. Связано 

это с тем очевидным фактом, что объем накопленной к настоящему 

времени научной информации на много порядков превышает возможности 

ее освоения отдельным исследователем [15].  

Экстремальные статистические задачи занимают важное место в 

различных прикладных областях, в которых используются вероятностно-

статистические модели и методы. Можно указать задачи анализа, оценки и 

управления рисками [16], современные подходы к управлению 

инновациями и инвестициями [17], методы разработки информационных 

систем управления предприятиями [18]. Много экстремальных 

статистических задач рассмотрено в монографиях [19 - 22]. 
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