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В статье представлены исследование и реализация физической модели движения двух связанных маятников с использованием численных методов. При построении модели применялся метод Эйлера решения дифференциальных уравнений, который с высокой достоверностью отображает визуальное движение маятников, а также построение графиков функций скорости, угла и ускорения в зависимости от времени. Составлено уравнение движения для обобщенных координат для первого и второго математического маятника.
Созданное приложение реализует физическую модель двойного математического маятника, совершающего незатухающие колебания с возможность изменять основные параметры: угол отклонения, скорость, массу и длину стержня на языке С++ средствами среды программирования «Embarcadero RAD Studio». Приложение можно использовать как модель двойного математического маятника при исследовании колебаний, а также как методическое пособие и виртуальную лабораторию на занятиях по физике, на занятиях по информатике и программированию – для демонстрации, изучения и создания приложений на объектно-ориентированном языке программирования С++
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In this article, we have presented the study and implementation of the physical model of motion of two coupled pendulums with use of numerical methods. When building the model we were using the method of Euler solutions of differential equations, which displays pendulums visual motion, as well as building graphics of functions of speed, angle and acceleration depending on time with high reliability. We have generated equation of motion for generalized coordinates for the first and second mathematical pendulum. The generated application implements a physical model of a double mathematical pendulum, commit sustained oscillations with the ability to change the basic parameters: deflection angle, speed, mass and length of the rod in C++ language by programming environment “Embarcadero RAD Studio”. This application can be used as a model of a double mathematical pendulum in the study of oscillations, as a methodical manual and a virtual laboratory in physics, informatics and programming classes – for demonstration, study and create applications in the object-oriented C++ programming language
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Постановка проблемы. Известно, что не все физические процессы можно наблюдать, изучать и исследовать в реальных масштабах, условиях и т.д. В практике часто используется моделирование процессов и явлений, в том числе, моделирование колебательных процессов различной природы (механические, электромагнитные). Так, например, математический маятник служит простейшей моделью физического тела, совершающего колебания при движении по одной траектории между двумя предельными положениями. Такая модель не учитывает распределение массы. Примером колебательных движений механической системы с двумя степенями свободы может служить двойной маятник – маятник с другим маятником, прикреплённым к его концу. Двойной математический маятник является простой физической системой, которая проявляет разнообразное динамическое поведение со значительной зависимостью от начальных условий.
Необходимо разработать приложение, моделирующее движение двойного математического маятника, при условии наличия соединения маятников невесомыми стержнями. В ходе разработки предполагается создать физическую модель двойного математического маятника с возможностью изменять основные параметры: угол отклонения, скорость, массу и длину стержня для каждого маятника на языке С++ средствами объектно-ориентированной среды программирования «Embarcadero RAD Studio». Маятники должны совершать незатухающие колебания, так как в модели не учитывается сила трения. Интерфейс приложения должен быть создан таким образом, чтобы программу можно было использовать на интерактивном оборудовании. Приложение должно запускаться на любых ПК, не имеющих «Embarcadero RAD Studio».
Анализ последних исследований и публикаций. Значительный вклад в изучение двойных маятников внесли такие отечественные и зарубежные ученые как: С.П. Безгласный [2], П.О. Буланчук [4, 5], А.В. Иванов [7], Б.М. Кумицкий [11], А.П. Маркеев  и многие другие авторы.
Существует также ряд разработок, посвященных компьютерному моделированию механических колебаний средствами MathLab, Microsoft Excel, Macromedia Flash, в том числе, с использованием объектно-ориентированных языков программирования Delphi, Microsoft Visual Basic и др. [1, 6]. Однако, они моделируют работу математического маятника с одной степенью свободы. 
Моделирование двойного маятника относится к сложно-формализуемым задачам, которые не решаются на должном уровне. Необходимо определить уравнение Лагранжа для расчета координат маятников и решать его с помощью метода Эйлера, чтобы моделирование движения было максимально достоверным. 
Целью исследования является исследование процесса гармонических колебаний и реализация физической модели колебательного движения двух связанных маятников на языке программирования  C++.
В рамках данной цели были поставлены и решены следующие задачи:
1. Рассмотреть основные понятия и характеристики колебательного движения. 
2. Провести исследование численного метода Эйлера для решения систем дифференциальных уравнений.
3. Определить уравнения движения для обобщенных координат для первого и второго математического маятника. 
4. Разработать программу в интегрированной среде программирования «Embarcadero RAD Studio – C++ Builder», реализующую 3D-модель движения двойного маятника с возможностью ввода исходных данных и выводом графиков для отображения основных параметров маятников, графиков фазовых скоростей.
1. Период и частота
Под механическим колебательным движением понимают движение, при котором состояния движущегося тела с течением времени повторяются, причем тело проходит через положение своего устойчивого равновесия поочерёдно в противоположных направлениях.
Полным колебанием тела называют каждый законченный цикл колебательного движения, после которого оно вновь повторяется в том же порядке.
Колебательное движение, при котором состояния колеблющегося тела повторяются через определённые промежутки времени – периодическое колебательное движение.
Периодом Т колебательного движения называют время совершения одного полного колебания – наименьший промежуток времени, в течение которого какой-либо из параметров данного движения, начав изменяться с амплитудного значения, вновь принимает своё первоначальное положение.
Величину ν, обратную периоду и равную числу колебаний за 1 с., называют частотой колебаний, т.е. ν=1/Т. За единицу частоты, называемую герцем, принята частота такого колебательного движения, при котором за каждую секунду совершается одно полное колебание: 1 Гц = 1/с = с-1.
Величина ω = 2πν = 2π/Т –  циклическая (круговая) частота колебаний.
Следует заметить, что колебательный процесс может происходить в системе под действием и внешних и внутренних сил.
Так, колебания, возникающие в системе под действием внутренних сил после того, как она была выведена из положения устойчивого равновесия, и происходящие за счет расходования сообщенной системе энергии (в дальнейшем не пополняющейся), называют свободными.
Частота, с которой совершаются свободные колебания, зависит от свойств колебательной системы – собственная частота свободных колебаний. 
Гармонические колебания – это колебания, при которых изменение физической величины с течением времени, происходит по синусоидальному или косинусоидальному закону. 
Кинематическое уравнение гармонических колебаний имеет вид: 
 или    	(1)
где х – смещение (отклонение) колеблющейся точки от положения равновесия в момент времени t; 
А – амплитуда колебаний – величина, определяющая максимальное отклонение колеблющейся точки от положения равновесия;
ω – циклическая частота – величина, показывающая число полных колебаний, происходящих в течение 2π секунд; 
 – полная фаза колебаний, φ – начальная фаза колебаний.
Именно обыкновенными дифференциальными уравнениями (ДУ) первого и второго порядка описываются большинство физических процессов, причем в общем случае эти уравнения не имеют аналитического решения, выражающегося через элементарные функции (например, движение тела под действием переменной силы). Подобные уравнения решают численным методом, являющимся приближенным, что, однако, при определенных условиях дает хорошее совпадение с точным решением.
ДУ, описывающее гармонические колебания, имеет вид  Любое нестандартное решение этого дифференциального уравнения – это гармоническое колебание с циклической частотой ω.
Материальная точка совершает гармонические колебания, в случае, если они происходят в результате воздействия на точку силы, которая пропорциональна смещению колеблющейся точки и направленна противоположно этому смещению.
2. Метод Эйлера
Известно, что уравнение  задает в некоторой области поле направлений. В результате решение этого уравнения с некоторыми начальными условиями получим кривую, которая касается поля направлений в любой точке.
Если взять последовательность точек х0, х1, х2, …. и заменить на получившихся отрезках интегральную кривую на отрезки касательных к ней, то получим ломаную линию, представленную на рисунке 1.

Рисунок 1 – Ломаная Эйлера

Подставляя заданные начальные условия в дифференциальное уравнение , получаем угловой коэффициент касательной к интегральной кривой в начальной точке:
				(2)
Заменив на отрезке  интегральную кривую на касательную к ней, получаем значение:
			(3)
Для отрезка  производим аналогичную операцию и получаем:
			(4)
Продолжая аналогичные действия далее, получаем итоговую ломаную кривую – ломаную Эйлера.
Сформулируем общую формулу вычислений:
	(5)
Если последовательность точек хi выбрать так, чтобы они отстояли друг от друга на одинаковое расстояние h, называемое шагом вычисления, то получаем формулу:
		(6)
Следует отметить, что точность метода Эйлера достаточно невысока. Повысить точность можно, например, уменьшив шаг вычислений, однако, это повлечет усложнение расчетов. Таким образом, на практике применяется, так называемый, уточненный метод Эйлера, или формула пересчета.
Суть метода: в формуле  вместо значения  используется среднее арифметическое значений  и . Тогда уточненное значение:
		(7)
Далее находится значение производной в точке . Заменяя  средним арифметическим значений  и , находят второе уточненное значение :
	(8)
Затем третье:
	(9)
И т.д., пока не совпадут два последовательных уточненных значения в пределах заданной степени точности. Тогда это значение принимается за ординату точки М1 ломаной Эйлера.
Подобная операция производится и для остальных значений у. Данное уточнение позволяет весомо повысить точность результата.
3. Двойной маятник
Колебания простого маятника имеют регулярный характер. При малых отклонениях от равновесия такие колебания являются гармоническими и описываются функцией синус или косинус. В случае нелинейных колебаний период зависит от амплитуды, но регулярность движения сохраняется. Другими словами, в случае простого маятника приближение малых колебаний вполне отражает существенные свойства системы [10]. 
В режиме малых колебаний у двойного маятника возникает такое новое явление как эффект биений. А при увеличении энергии характер колебаний маятников меняется принципиально − колебания становятся хаотическими. Несмотря на то, что двойной маятник можно описать системой нескольких обыкновенных дифференциальных уравнений, то есть вполне детерминированной моделью, появление хаоса выглядит очень необычно. Данная ситуация напоминает систему Лоренца, где детерминированная модель из трех уравнений также демонстрирует хаотическое поведение [16].
На рисунке 2 двойной маятник представлен следующим образом: в точке m1 имеется еще одно шарнирное соединение, к которому подвешивается  второй математический маятник (m2 ,l2), вынужденный качаться в той же плоскости. Колебания такой системы носят хаотический характер.
Составление дифференциального уравнения движения двойного маятника в декартовых координатах крайне затруднительно из-за наличия реакций, возникающих в шарнирных соединениях. Подобные задачи решаются составлением уравнений движения для обобщенных координат (уравнения Лагранжа). Дело в том, что задание положения системы точек, скрепленных связями, в декартовых координатах не всегда удобно. Выбор параметров, необходимых для описания положения всех точек механической системы (т.е. обобщенных координат), должен определяться, прежде всего, целесообразностью. Так, например, если силы зависят только от расстояния между частицами, то разумно ввести эти расстояния в уравнения динамики в явном виде, а не через посредство декартовых координат. В нашем случае в качестве обобщенных координат удобно принять углы отклонения каждого из маятников от вертикали (θ1 и θ2) [5].

Рисунок 2 – Двойной маятник

Рассмотрим последовательность составления уравнений Лагранжа на примере задачи колебаний двойного маятника (без трения):
1) ввести систему отсчета согласно рисунка 2 и выразить декартовы координаты через обобщенные: 
и .
2) путем дифференцирования этих равенств получить декартовы составляющие скоростей, выраженные через обобщенные координаты (θ1 и θ2) и обобщенные скорости (θ'1 и θ'2):
и .
Тогда квадраты скоростей каждого маятника:
 
 
 
3) декартовы координаты, входящие в формулу потенциальной энергии, заменить на обобщенные:
 
4) скорости, входящие в формулу кинетической энергии, заменить на обобщенные скорости так, что кинетическая энергия в общем случае начинает зависеть не только от обобщенных скоростей, но и от обобщенных координат:
 
5) оставить выражение для функции Лагранжа:
.
6) составить уравнения Лагранжа:
			(10)
Первый маятник:
 
 
 
Подставляя полученные выражения в систему уравнений (10), получим уравнение Лагранжа для первого маятника:
.
Второй маятник (уравнение Лагранжа):
.
Выразим вторые производные углов первого и второго маятников и решим их уточненным методом Эйлера.
3. Интерфейс программы
Для создания клиентского приложения [9] была выбрана среда для быстрой разработки интерфейсов приложений C++ Builder из пакета Embarcadero RAD Studio XE, которая содержит достаточно компонентов для реализации интерфейса разрабатываемого приложения, в том числе, вывода графиков, траектории движения маятников и т.д. [8].
После запуска приложения «Двойной маятник» открывается загрузочная форма, на которой отображается меню. При щелчке на кнопку «О создателе» появляются краткие данные о разработчике программы. При нажатии кнопки «Справка» пользователю показывается краткая теория о том, как совершаются колебания системы маятников.
Для запуска моделирования нужно выбрать в верхнем Меню→Маятники. Открывается следующее окно, представленное на рисунке 3:

Рисунок 3 – Окно программы, реализующее модель движения
Данная программа спроектирована таким образом, чтобы ее можно было использовать на интерактивной доске. Начальные значения двух маятников на длинных невесомых стержнях задаются с помощью ползунков.
Так, перед запуском на выполнение можно задать:
1. Угол отклонения первого и второго мятников от -1800 до 1800.
2. Начальную скорость первого и второго мятников от -25 до 25.
3. Массу первого и второго мятников от 5 до 25.
4. Длину стержня у первого и второго мятников от 10 до 300.
Выставив начальные значения маятников нужно нажать кнопку «Запуск». Маятники начинают совершать колебательные незатухающие колебания. При этом отображаются графики зависимости скорости от угла первого и второго маятников.
Ниже располагается окно (см. рисунок 3) для отображения графиков зависимости ускорения от времени, скорости от времени и угла от времени. На рабочем поле можно включать отображение траекторий обоих маятников с помощью флажков под кнопкой «Стоп». Кнопка «Стоп» останавливает анимацию. Чтобы закрыть программу нужно нажать Меню→Выход.
Программа была опробована на операционных системах: Windows XP,Windows 7, Windows 8, Windows 10 [11, 15].
4. Основные процедуры, используемые в программе
В программе используются следующие процедуры:
· voidForm_1() – чтения всех необходимых данных из формы для начала расчета колебания маятников;
· voidVerlet() – просчет основных параметров маятников, таких как: угол, скорость, ускорение;
· voidUpdateArrays() – обновление ячеек массива, для возможности дальнейшего расчета необходимых параметров маятников;
· voidAccel() – расчет ускорения маятников, которые необходимы для нахождения новых декартовых координат маятников;
· voidCalcPendulums() – расчет новых координат маятников, исходя из значений углов отклонений;
· voidraschet() – визуальное отображение движения маятников [12].
Приведем, например, тело процедуры voidraschet():
double tf[2]; double dt; dt= 1; dt=dt/8000;
for(int k=0;k<160;k++)
{
	puti() ; Accel();
	for(int i=0;i<2;i++) tf[i] = Pendulums[i].preAcceleration;
	for(int i=0;i<2;i++)
	{
		Pendulums[i].Angle= Pendulums[i].preAngle + Pendulums[i].preSpeed * dt + Pendulums[i].Acceleration*dt*dt/2 ;
		Pendulums[i].Speed = Pendulums[i].preSpeed + Pendulums[i].Acceleration * dt;	}
	puti(); Accel();
	for(int i=0;i<2;i++)
	{
		tf[i] = (tf[i] + Pendulums[i].Acceleration) / 2 ;
		Pendulums[i].Speed = Pendulums[i].Speed + tf[i] * dt;
		Pendulums[i].Angle = Pendulums[i].Angle + Pendulums[i].Speed * dt + tf[i] * dt * dt / 2;
		if ( Pendulums[i].Angle > 360)
			Pendulums[i].Angle = (Pendulums[i].Angle / 360-int(Pendulums[i].Angle / 360)) * 360 ;
		if (Pendulums[i].Angle < -360)
			Pendulums[i].Angle = (Pendulums[i].Angle / (-360)-int(Pendulums[i].Angle / (-360))) * (-360) ; 	}
}		UpdateArrays();
Выводы. Разработанная программа моделирует движение двух связанных маятников, используя численные методы. При построении модели применялся метод Эйлера решения дифференциальных уравнений, что с высокой достоверностью отображает не только визуальное движение маятников, но и построение графиков функций скорости, угла и ускорения в зависимости от времени. При запуске программы отображаются, в том числе, числовые параметры маятников.
При рассмотрении математического маятника рассматривался случай колебательных движений при небольших углах. В данной программе можно вводить углы до 360 градусов, но при этом нужно учитывать, что тогда используется не нить, а невесомый нерастяжимый стержень.
Созданную программу можно использовать как модель двойного маятника при исследовании колебаний, а также как  методическое пособие на занятиях по физике, а так же и во внеурочной деятельности как виртуальную лабораторию, на занятиях по информатике и программированию для демонстрации и изучения приложений, разработанных на языке программирования С++.    
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