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1. Определение прогиба пилы в вертикальной плоскости 

Деформация пилы в зоне резания оказывает большое влияние на 

эффективность процесса резания ленточнопильных станков и износ пилы. 

Деформация ленточной пилы ленточнопильных станков для 

распиловки леса исследовалась в работах, посвященных 

деревообрабатывающим станкам ленточнопильного типа. Результаты этих 

исследований нельзя применить к ленточнопильным станкам в 

машиностроении вследствие  различных схем нагружения полотна пилы. 

Ленточная пила представляет собой тонкостенный стержень 

открытого профиля с очень простыми геометрическими характеристиками. 

Все секториальные моменты её профиля равны нулю, а центр изгиба 

совпадает с центром тяжести сечения. В схеме нагружения ленточной 
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пилы на рисунке 1 ленточная пила опирается на две направляющие и 

удерживается ними в направлении прогиба по оси y и кручения вокруг оси 

z. Направляющие обладают заметными и равными по величине осевыми 

ye
, угловыми yxe

 и крутильными крe
 податливостями.[1] 

Рассмотрим участок пилы между направляющими длиной L. На 

линии реза длиной l к пиле приложена распределенная вертикальная 

нагрузка q постоянная по величине по линии реза. Это предположение 

основано на том, что производительность резания в первом приближении 

линейно зависит от величины распределенной нагрузки. Поэтому в 

процессе резания происходит самовыравнивание распределенной 

нагрузки, которая определяется через известное значение удельной силы 

на один зуб yq
 по формуле 

s/qq y=
 где s  - шаг пилы в м. В результате 

действия распределенной нагрузки в направляющих возникают 

вертикальные силы 1P  и 2P  как показано на рисунке 1.[1-3] 

 

Рисунок 1 - Схема нагружения пилы в вертикальной плоскости 

Положение осей: z- вдоль пилы, y- перпендикулярно плоскости 

пилы, x- в плоскости пилы перпендикулярно оси z. К пиле вдоль оси z 

приложена растягивающая сила N и распределенная сила резания, которую 

вначале не будем учитывать. Сила резания делает непостоянной 

растягивающую силу. Необходимо получить боковую (изгибную) 

деформацию пилы )z(u  по оси y  и крутильную деформацию пилы )z(ϕ . 
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Распределенная сила 0fq  имеет постоянное значение и определяется 

через заданное значение удельной силы на один зуб uq  следующим 

образом 

u
u

l
q qsq l s

⋅
= =

.             (1) 

где s - шаг пилы, м. 

Поскольку форма сечения стержня не влияет на расчетную схему, то 

далее используем классический подход. Реакции 1P  и 2P  заранее 

неизвестны и определяются из условия равновесия стержня, то есть  путем 

баланса сил и моментов 

1 2 0P P q l− − + ⋅ = .                     (2) 

Баланс моментов сил относительно левого конца пилы 
1

1

2 1 2( ) 0
l l

l

P l l l q x dx
+

⋅ + + − ⋅ ⋅ =∫
           (3) 

После преобразования (3) с учетом 1 2l l l L+ + =  получим 

1

1

2 2
1 1

2

( )
[ ]

2

l l

l

l l l
P L q x dx q

+ + −⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅∫
,         (4) 

2 2
1 1

2

( ) 1
[ ]

2

l l l
P q

L

+ −= ⋅ ⋅
.           (5) 

Откуда 

1 2P q l P= ⋅ − .            (6) 

Система сил 1 2, ,P P q  вызывает в балке (стержне) поперечную силу, 

которая представляет собой функцию от координаты длины. Причем 

поперечная сила не зависит от формы поперечного сечения балки. 

1 1

1 1 1 1

2 1

0

( ) ( )

P при z l

Q z P q z l при l z l l

P при l l z L

≤ ≤
= − ⋅ − ≤ ≤ +
− + ≤ ≤ .               (7) 
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Поперечная сила вызывает в балке (стержне) изгибающий момент, 

который равен интегралу поперечной силы 

1 1

2 2
1 1 1 1 1

0

2 2
1 1 1 2 1 1

0

( ) ( ) [( ) ]
2

[( ) ] ( )
2

z

P z при z l

q
M z Q z dz P z z l l при l z l l

q
P z z l l P z l l при l l z L


⋅ ≤ ≤


= ⋅ = ⋅ − ⋅ − − ≤ ≤ +

 ⋅ − ⋅ − − − ⋅ − − + ≤ ≤

∫

  (8) 

Изгибающий момент не зависит от формы сечения балки. 

Закрепление стержня в вертикальной плоскости близко к шарнирному, в 

результате чего моменты реакций равны нулю. Значения реакций 1P  и 2P  

определяются из уравнений равновесия стержня, что позволяет получить 

изгибающий момент в вертикальной плоскости ( )xM z .  

Уравнения деформации средней линии пилы в вертикальном и 

горизонтальном направлениях с учетом приведенных выше её 

характеристик как тонкостенного стержня, а так же крутильной 

деформации имеют вид. 
2

2
[ ( ) ( ) ( ) ( )]x x y

d v
J E M z N v z M z z

dz
θ⋅ ⋅ = − − ⋅ + ⋅

, 
2

2
[ ( ) ( ) ( ) ( )]y y x

d w
J E M z N w z M z z

dz
θ⋅ ⋅ = − − ⋅ + ⋅

,      (9) 

2[ ] ( ) ( ) ( )k кр x y

d dw dv
J G c N M z M z M z

dz dz dz

θ⋅ + ⋅ ⋅ = − ⋅ + ⋅
. 

где θν ,,w  - вертикальная и горизонтальная деформация средней 

линии и угол поворота пилы; GE, - модули упругости Юнга первого и 

второго рода; kpyx JJJ ,,  - моменты инерций сечения для прогибов и 

кручения соответственно в вертикальной и в горизонтальной плоскости; N- 

сила натяжения пилы; yM - изг бающий момент в горизонтальной 

плоскости; kpM  - крутящий момент;  

2 ( )x yс J J F= +
.         (10) 
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Изгиб достаточно длинной балки, как установлено в теории 

упругости, вызывает в основном изгибающий момент, а действием 

поперечной силы можно пренебречь. Классическое дифференциальное 

уравнение изгиба толстой балки имеет вид 
2

2 ( )
d u

J E M z
dz

⋅ ⋅ = −
         (11) 

где u - прогиб пилы по оси x . 

Вектор изгибающего момента перпендикулярен плоскости xOz . Из 

теории тонкостенных стержней открытого профиля известно, что форма 

сечения при деформации не изменяется. Одним из факторов, вызывающий 

изгиб пилы, является проекция вектора изгибающего момента на нормаль 

к касательной плоскости равная  

( ) ( ) sin ( )ИЗM z М z М zϕ ϕ= ⋅ = ⋅       (12) 

Крутильная деформация пилы возникает вследствие крутящего 

момента, представляющего собой проекцию вектора изгибающего момента 

на среднюю линию сечения, которая  равна 

( ) ( ) ( )КРM z М z v z′= ⋅         (13) 

где v - прогиб пилы по оси y . 

Натяжение пилы силой N  приводит к распределенному моменту 

(внешнему) равному 

NM N v= ⋅           (14)    

результате которого в стержне возникает составляющая изгибающего 

момента с противоположным знаком, чем у изгибающего момента ИЗM  
2

2
( )

d v
J E M z N v

dz
ϕ⋅ ⋅ = − ⋅ + ⋅

        (15) 

или 
2

2 ( )
d v

J E N v M z
dz

ϕ⋅ ⋅ − ⋅ = − ⋅
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Рассматриваемая задача находится в области упругих деформаций, а 

потому является линейной. Поэтому рассмотрим изгиб пилы с учетом 

закрепления граничных точек в направляющих.[2-6] 

 

2. Определение прогиба пилы в горизонтальной плоскости 

На зубья пилы действует небольшая горизонтальная составляющая 

распределенной силы резания гq , которая, скорее всего, пропорциональна  

вертикальной составляющей ζ⋅= qqг . Так как направляющие обладают 

осевыми и угловыми податливостями, то в них возникают силы реакций 

21, yy PP
 и моменты реакций 21, uu MM , как показано на рисунке 2. 

Уравнения равновесия полотна пилы в горизонтальной плоскости имеют 

вид 

1 2 1 1 1 20, ( ) 0
2y г y y u г u

l
P q l P P L M q l L l M− + ⋅ − = ⋅ − − ⋅ ⋅ − − + =

  (16) 

Изгибающий момент  в горизонтальной плоскости 

1 1 1

2
1 1 1 1 1

2
1 1 1 1

0

( ) ( )
2

( )
2

u y

г
y u y

u y г

M P z при z l

q
M z M P z z l при l z l l

l
M P z q l z l при l l z L


− + ⋅ ≤ ≤

= − + ⋅ − ⋅ − ≤ ≤ +

− + ⋅ − ⋅ ⋅ − − + ≤ ≤    (17) 

 

Рисунок 2 - Схема нагружения пилы в горизонтальной плоскости 

Задача определения реакций относится к статически неопределимым 

задачам и может быть решена совместно с уравнениями деформаций. Так 
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как направляющие обладают конечными податливостями, то граничные 

условия задачи (17) имеют вид 

1(0) y yw P e= − ⋅
, 2( ) y yw L P e= − ⋅

, 
1

0
u yx

z

dw
M e

dz =
= − ⋅

,  
2u yx

z L

dw
M e

dz =
= ⋅

        (18) 

Для кручения уравнение равновесия полотна пилы выглядит 

следующим образом 

1

1

1 2[ ( ) ( )] 0
2 2

l l

k г k

l

h h
M q l q w z z dz Mθ

+

− ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + =∫
              (19) 

Крутящий момент 
( )

кр
M z

 пилы вокруг оси z  по схеме нагружения 

на рисунке 3 равен 

1

1

1

1 1

1 1 1 2

1 2

0

( ) ( ) [ ( ) ( )]
2 2

[ ( ) ( )]
2 2

k

z

кр k г

l

l l

k г

l

M при z l

h h
M z M q z l q w z z dz при l z l

h h
M q l q w z z dz при l z L

θ

θ
+




≤ ≤

= − ⋅ ⋅ − − ⋅ + ⋅ ⋅ < ≤


 − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ < ≤



∫

∫
          (20) 

 

Рисунок 3 - Схема нагружения пилы на кручение 

 

Граничные условия для кручения имеют вид  

1 2
0

1 1
,k k

z z Lкр кр

d d
M M

dz e dz e

θ θ
= =

= ⋅ = ⋅
.                       (21) 
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Таким образом, деформация пилы определяется совместным 

решением системы дифференциальных уравнений (9) и уравнений 

равновесия (16), (18) с граничными условиями (17) и (20).[5-7] 

 

 

3. Экспериментальный раздел 

Осевая податливость пилы 

 

Рисунок 4-Опыт по определению осевой податливости 

 

Рисунок 5 - Схема определения осевой податливости пилы 

В опыте нагружали силой yF  равной 100 Н. Деформация пилы 

определяется по формуле: 

21 hhy −=∆ ,          (22) 

где 1h  и 2h  - показания индикаторов. 

Податливость пилы определяется по формуле: 
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6
3

1027
100

1027,0 −
−

⋅=⋅=∆=
y

y F

y
e

.       (23) 

Крутильная податливость пилы 

 

Рисунок 6 Опыт по определению крутильной податливости пилы 

 

Рисунок 7 Схема определения крутильной податливости пилы 

Деформация при кручении определяется по формуле: 

1

21

l

hh −
=∆ϕ

,         (24) 

где 1h  и 2h  - показания индикаторов, 

       1l  - плечо приложения силы, мм. 

Податливость пилы определяется по формуле: 

М
eкр

ϕ∆=
.          (25) 

Угловая податливость пилы 
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Рисунок 7-Опыт по определению угловой податливости пилы 

 

Рисунок 8- Схема определения угловой податливости пилы 

Деформация при повороте определяется по формуле: 

2

21

l

hh −
=∆γ

,          (26) 

где 1h  и 2h  - показания индикаторов, 

       2l  - плечо приложения силы, мм. 

М
еизг

λ∆=.
. 

В результате исследований была разработана схема нагружения и 

получена математическая модель деформации ленточного полотна. 

Определены параметры математической модели. Подобран численный 

метод для решения задачи деформации ленточного полотна. Кроме этого 

проведен эксперимент по определению деформации пилы и потери 
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устойчивости ленточной пилы, показавший необходимость дальнейших 

разработок технического решений, при которых пила будет терять 

устойчивость значительно позже.[5-8] 
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