
Научный журнал КубГАУ, №123(09), 2016 года 
 

http://ej.kubagro.ru/2016/06/pdf/117.pdf 

 

1 

УДК 303.732.4+514.84+515.1+530.1 
 

UDC 303.732.4+514.84+515.1+530.1 

01.00.00 Физико-математические науки 
 

Physic and mathematics 
 

2D МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ 
ОСНОВНЫХ СОПРЯЖЕННЫХ ЭФФЕКТОВ 
НА ПЕРЕНОС ИОНОВ БИНАРНОЙ СОЛИ В 
ЭЛЕКТРОМЕМБРАННЫХ СИСТЕМАХ 
 

2D SIMULATION OF THE INFLUENCE ON THE 
MAIN CONJUGATE EFFECTS ON ION 
TRANSPORT OF A BINARY SALT IN 
ELECTRO-MEMBRANE SYSTEMS 

Коваленко Анна Владимировна 
к.э.н., доцент 
Scopus Author ID: 55328224000 
SPIN-код автора: 3693-4813 

Kovalenko Anna Vladimirovna 
Cand.Econ.Sci., associate professor 
Scopus Author ID: 55328224000 
SPIN-code: 3693-4813 

Кубанский государственный университет, 
Россия,350040, Краснодар, Ставропольская, 149 
savanna-05@mail.ru 
 

Kuban State University, Krasnodar, Russia  
 

Уртенов Махамет Али Хусеевич 
д.ф.-м.н., профессор 
Scopus Author ID: 6603363090 
SPIN-код: 7189-0748 

Urtenov Makhamet Ali Khuseevich 
Dr.Sci.Phys.-Math., professor 
Scopus Author ID: 6603363090 
SPIN-code: 7189-0748 

Кубанский государственный университет, 
Россия,350040, Краснодар, Ставропольская, 149, 
urtenovmax@mail.ru 
  

Kuban State University, Krasnodar, Russia 

Письменский Александр Владимирович                         
к.ф.-м.н., доцент 
Scopus Author ID: 13004856800 
SPIN-код: 9932-7747 

Pismenskiy Alexander Vladimirovich  
Cand.Phys.-Math.Sci., associate professor 
Scopus Author ID: 13004856800 
SPIN-code: 9932-7747 

Кубанский государственный университет, 
Россия,350040, Краснодар, Ставропольская, 149, 
archer812@mail.ru 
 

Kuban State University, Krasnodar, Russia 

В статье предложена 2D математическая модель 
процесса переноса ионов бинарной соли с учетом 
основных сопряженных эффектов 
концентрационной поляризации в запредельном 
режиме: пространственного заряда и реакции 
диссоциации/ рекомбинации воды, гравитационной 
и электроконвекции и Джоулевого нагрева 
раствора в виде краевой задачи для системы 
дифференциальных уравнений с частными 
производными. Эта система приведена к виду 
удобному для численного решения. Описаны 
необходимые краевые условия.  В данной работе 
представлено теоретическое изучение 
взаимодействия вынужденной, гравитационной и 
электроконвекции, реакции диссоциации/ 
рекомбинации молекул воды, а также Джоулева 
нагрева раствора и переноса тепла через мембраны. 
Построена двумерная математическая модель 
нестационарного переноса ионов бинарной соли в 
гладком прямоугольном канале обессоливания 
электродиализного аппарата с использованием 
уравнений Нернста, Планка, Пуассона, 
теплопроводности  и Навье, Стокса, и 
естественных  краевых условий.  Для численного 
решения используется метод конечных элементов, 
с расщеплением решаемой  задачи  на каждом 
новом временном слое на три подзадачи: 

There is a 2D mathematical model of ion transport 
binary salt with the main conjugate effects of 
concentration polarization in the overlimiting current 
mode: the bulk charge and the dissociation/ 
recombination of water, gravity and electroconvection 
and Joule heating the solution in the form of a 
boundary value problem for systems of differential 
equations with partial derivatives in the article. This 
system is presented in a form convenient for numerical 
solution. We describe the necessary boundary 
conditions. This article presents a theoretical study of 
the interaction of forced, gravitational and 
electroconvection, the dissociation / recombination of 
water molecules, and Joule heating of the solution and 
heat transport through membranes. We have 
constructed a mathematical model of two-dimensional 
non-stationary ion transport binary salt in a smooth 
rectangular channel desalting electrodialysis device  
using equations Nernst-Planck-Poisson, heat 
conduction and Navier-Stokes equations and the 
natural boundary conditions. For numerical solution 
we use the finite element method, with the splitting of 
task at each new time layer into three subtasks: 
electrochemical, thermal conductivity, hydrodynamic. 
Such approach to the development of numerical 
methods is the original and can solve arising in 
modeling boundary-value problems for a nonlinear 
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электрохимическую, теплопроводности, 
гидродинамическую. Такой подход к разработке 
численных методов является оригинальным и 
позволяет решить возникающие при 
моделировании краевые задачи для нелинейной 
системы уравнений с частными производными 
 

system of partial differential equations 
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Введение. 

Концентрационная поляризация в электромембранных системах 

(ЭМС) при переносе ионов бинарной соли в запредельном режиме 

сопровождается рядом сопряженных эффектов, основными из которых 

считаются электроконвекция и гравитационная конвекция, реакция 

диссоциации/рекомбинации молекул воды и Джоулевый нагрев раствора 

при прохождении через него электрического тока.  

В настоящее время электроконвекция считается основной причиной 

сверхпредельного переноса ионов соли в узких каналах обессоливания 

(КО) ЭМС [1–7, 21, 24]. В этих работах электроконвекция в ЭМС 

рассматривается, с использованием математического моделирования, как 

результат взаимодействия электрического поля с индуцированным этим 

полем пространственным зарядом, локализованным на межфазной границе 

мембрана/раствор в неподвижном обессоленном растворе. Работы по 

электроконвекции описаны и проанализированы в обзорах [6] и [7]. 

В то же время в относительно широких КО согласно результатам 

теоретических [8] и экспериментальных исследований [9] роль 

гравитационной конвекции является преобладающей [18, 19].  

Во всех этих работах не учитывается реакция диссоциации/ 

рекомбинации молекул воды [10], причем диссоциация сопровождается 
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поглощением, а рекомбинация выделением тепла.  Появление новых 

носителей заряда может в принципе уменьшить пространственный заряд и 

предотвратить электроконвекцию, а выделение и поглощения тепла 

инициировать гравитационную конвекцию. В работе [10] впервые 

построена 2D модель переноса ионов соли в ЭМС с учетом вынужденного 

течения раствора, диссоциации молекул воды и электроконвекции, но без 

учета гравитационной конвекции. С использованием этой модели 

показано, что при невысокой интенсивности диссоциации молекул воды 

действительно происходит ослабление электроконвекции, и, как следствие, 

к снижению сверхпредельного переноса ионов соли.  Однако при 

дальнейшем увеличении скачка потенциала (или времени) 

электроконвекция возникает и начинает эффективно перемешивать 

раствор, что способствует усилению сверхпредельного переноса ионов 

соли. С другой стороны увеличение скачка потенциала приведет к 

усилению реакции диссоциации молекул воды в мембране, и, 

соответственно, увеличению поглощения тепла в мембране и выделению 

тепла в растворе за счет рекомбинации ионов водорода и гидроксила в 

растворе. А это в свою очередь может усилить гравитационную конвекцию 

и затруднить электроконвекцию. 

Таким образом, наличие противоположных тенденций делает 

теоретическое и экспериментальное исследование переноса ионов соли 

при совместном учете вынужденной конвекции, гравитационной и 

электроконвекции, реакции диссоциации/рекомбинации молекул воды,  а 

также и Джоулевого нагрева раствора актуальной проблемой.  

В данной работе строится соответствующая математическая модель с 

использованием уравнений Нернста-Планка-Пуассона, теплопроводности  

и Навье-Стокса, и естественных  краевых условий.   

Для численного решения используется метод конечных элементов, с 

расщеплением решаемой  задачи  на каждом новом временном слое на три 



Научный журнал КубГАУ, №123(09), 2016 года 
 

http://ej.kubagro.ru/2016/06/pdf/117.pdf 

 

4 

подзадачи:  

1) электрохимическую (2D уравнения Нернста-Планка и Пуассона и 

уравнение реакции диссоциации/рекомбинации молекул воды), решение 

которой дает распределение концентраций ионов соли, напряженности 

электрического поля, мощность источников и стоков тепла, 

2) теплопроводности (2D уравнение теплопроводности с источником и 

стоком тепла, вызванных Джоулевым разогревом раствора (источник 

тепла) и рекомбинации молекул воды (cток тепла)), 

3) гидродинамическую задачу (2D уравнения Навье-Стокса с подъемными 

Архимедовыми силами, ответственными за тепловую конвекцию и 

концентрационную конвекцию, а также электроконвекцию).  

 Такой подход к разработке численных методов является 

оригинальным и позволяет решить возникающие при моделировании 

краевые задачи для нелинейной системы уравнений с частными 

производными. 

 1. Физическая постановка задачи 

В работе [11] обосновано, что при математическом моделировании 

процесса обессоливания во многих случаях достаточно рассмотреть 

тепломассоперенос только в КО, считая концентрацию и температуру в 

камерах концентрирования постоянной и учитывая влияние 

катионообменной (КМ) и анионообменной мембран (АМ) в виде 

граничных условий. 

Чтобы теоретически изучить взаимодействие вынужденной, 

гравитационной и электроконвекции, реакции диссоциации/рекомбинации 

молекул воды, а также Джоулева нагрева раствора и переноса тепла через 

мембраны, построим математическую модель нестационарного переноса 

ионов бинарной соли в гладком прямоугольном КО электродиализного 

аппарата (ЭДА) [22, 23] (рис. 1). 



Научный журнал КубГАУ, №123(09), 2016 года 
 

http://ej.kubagro.ru/2016/06/pdf/117.pdf 

 

5 

Согласно современным представлениям [12] диссоциация молекул 

воды представляет собой каталитическую реакцию, проходящую внутри 

ионообменных мембран, примыкающих к межфазной границе, причем с 

поглощением тепла. В связи с этим удобно учитывать реакцию 

диссоциации молекул воды в виде краевых условий на поток ионов +H  и 

−OH , зависящие от скачка потенциала на межфазных границах 

ионообменная мембрана/раствор. В то же время  реакция рекомбинации 

ионов +H  и −OH  происходит в глубине раствора, причем с выделением 

тепла. Эту реакцию удобно учитывать в уравнениях математической 

модели. Обе эти реакции протекают сравнительно быстро и поэтому они 

локализованы в узких областях, которые гораздо меньше, например, 

толщины диффузионного слоя, толщины области пространственного 

заряда  и толщины мембраны [13, 14]. 

В ЭМС очистки воды, как правило, применяется два основных 

режима эксплуатации ЭДА: гальванодинамический (гальваностатический) 

и потенциодинамический (потенциостатический). В данной работе 

исследуется потенциодинамический режим. Будем считать, что 

рассматриваемые КМ и АМ являются гомогенными и идеально 

селективными [24].  

2. Общая математическая модель. При математическом 

моделировании будем считать ширину КО ЭДА, равной H , а длину L , ось 

Ох направим поперек, а ось Оу вдоль канала, причем при 0=x  

расположена АМ, а при Hx =  КМ, 0=y  соответствует входу в канал, а 

Ly =  выходу из канала. 

2.1 Уравнения. При указанных выше в п.1 предположениях перенос 

ионов соли, а также электроконвекция и гравитационная конвекция с 

учетом реакции рекомбинации молекул воды и Джоулевого нагрева 

раствора описываются системой уравнений (1-7) [18, 19]. 
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Рисунок 1. Схематическое изображение КО: γ – угол наклона;  

Слева – АМ; справа – КМ; L, H – длина и ширина канала;  

 V0 – средняя скорость прокачивания раствора. 
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 – потоки и концентрации i  – сорта ионов ( 1=i – соответствует 

+Na , 2=i  – −Cl , 3=i – −OH , 4=i – +H  или, что более точно +OH3 , так как, 

протон в растворе гидратирован, т.е. окружен молекулами воды), V
r
 – 
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скорость течения раствора электролита, T – абсолютная температура 

раствора, ii D,z  – зарядовые числа и коэффициенты диффузии 

соответствующих ионов, ∇  – градиент, ∆  – оператор Лапласа,  0ρ – 

характерная плотность раствора, P  – давление, rε  – диэлектрическая 

проницаемость электролита, F  – постоянная Фарадея, R  – газовая 

постоянная, 0T  – абсолютная начальная температура раствора, t  – время,  

ν  – коэффициент кинематической вязкости. При этом ,P ,V
r

,I,
r

ϕ ii C,j
r

, T  – 

неизвестные функции, зависящие от времени t  и координат x , y .   

В системе (1–7) уравнения (1–4) описывают электрохимические 

поля, уравнение (5) температурное поле, а уравнения Навье-Стокса (6), (7) 

описывают движение раствора под действием пространственной 

электрической силы, iR  – гомогенные химические реакции, ( )I,EG
rr

=  – 

мощность Джоулева нагрева раствора [15], Q – мощность источников 

тепла,  выделяющегося за счет рекомбинации молекул воды, f
r
 – 

пространственные силы [25-27].  

Замечание 1. Подставляя  (1) в (2) можно исключить потоки и 

получить уравнения концентраций: 

41
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При моделировании реакции диссоциации/рекомбинации будем 

предполагать, что 

021 == RR , 43243 CCKCKRR rOHd −== ,                             (8) 

где dK  – константа скорости диссоциации воды, rK  – константа скорости 

рекомбинации ионов +H  и −OH , соответственно.  Формулу (8) можно 
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переписать в виде )CCk(KCCKCKRR wrrOHd 4343243 −=−== , где 

OH
r

d
w C

K

K
k 2=  – константа равновесия.  

Количество тепла выделяющегося при образовании 1 моль воды 

равно 56.6 кДж/моль [4]. Следовательно, мощность Q источников тепла  

выделяющегося в каждой точке x  пропорционально количеству молей 

образующихся молекул воды 43CCKr ,  за вычетом количества 

дислоцирующих молекул OHdCK 2 ,  с коэффициентом пропорциональности 

656,k =  кДж/моль,  т.е. )CKCCK(kQ OHdr 243 −= . 

Из формул (6) и (7)  [1] получаем 3243 jdivCKCCK OHdr
r

−=− , тогда 

3jdivkQ
r

⋅−= .                                                       (9) 

Поглощение тепла при реакции диссоциации молекул воды будем 

учитывать в виде граничных условий типа стока тепла. 

В данной работе в качестве пространственных сил рассматриваются 

электрическая и подъемная силы, поэтому плотность пространственных 

сил равна (10), где (11) – плотность электрической силы. 

 gel fff
rrr

+= ,                                                  (10) 

EdivEEEfel

rrrrr
⋅⋅ε=ϕ∇⋅ϕ∆⋅ε=⋅ϕ∆⋅ε−=⋅ρ= ,                    (11)     

ρ∆−= gfg
rr

.                                                     (12) 

Здесь (12) – плотность архимедовых сил плавучести, где 0ρ−ρ=ρ∆  – 

изменение плотности, ρ  – плотность раствора, 0ρ  – характерная средняя 

плотность раствора, g
r  – вектор ускорения свободного падения. 

В работе [10] температура раствора предполагалась постоянной, т.е. 

игнорировался Джоулев нагрев раствора, что допустимо для не слишком 

разбавленных растворов.  В этом случае плотность раствора не зависит от 
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температуры. В данной работе мы учитываем Джоулев нагрев раствора, и, 

соответственно, зависимость плотность раствора от температуры. 

Выберем в жидкости произвольный объем и разложим функцию 

)T,C,...,C,P( 41ρ  в ряд Тейлора около характерных значений давления P0 и 

концентрации 0С   и  температуры 0T .  

Ограничиваясь первыми членами разложения, получим 

)TT(
T

)CC(
C

)CC(
C

)CC(
C

)CC(
C

)PP(
P

0

04
4

03
3

02
2

01
1

00

−
∂
ρ∂+

+−
∂

ρ∂+−
∂

ρ∂+−
∂

ρ∂+−
∂

ρ∂+−
∂
ρ∂+ρ=ρ

(13) 

Будем использовать приближение Буссинеска и пренебрегать вторым 

слагаемым в правой части (13). Для рассматриваемой задачи получаем: 

)TT(
T

)CC(
C

)CC(
C

)CC(
C

)CC(
C

0

04
4

03
3

02
2

01
1

0

−
∂

ρ∂+

+−
∂

ρ∂+−
∂

ρ∂+−
∂

ρ∂+−
∂

ρ∂=ρ−ρ=ρ∆
 (14) 

Величины T,Ci ∂ρ∂∂ρ∂  в формуле (14), вообще говоря, зависят от 

концентраций 4321 C,C,C,C  и температуры T , но при небольших 

изменениях T,C,C,C,C 4321  их можно считать постоянными [16]: 

моль

кг
0.04≈=

∂
ρ∂

i
i

a
C

, 41,i = ,  
Kм

кг
0.23 

3
−==

∂
ρ∂

Ta
T

.            (15) 

Таким образом, плотность архимедовых сил плавучести в 

приближении Буссинеска при небольших изменениях T,C,C,C,C 4321  равна 

   ( ))TT(a)CC(a...)CC(agf Tg 0044011 −+−++−−= rr
.                  (16) 

В предложенной системе T,P,V,I,,C,j ii
rrr

ϕ  – неизвестные функции, в 

общем случае зависящие от времени t и координат x, y, а остальные 

величины считаются известными. Уравнения Навье-Стокса (6), (7) с 

учетом введенных выше сил описывают гравитационную  конвекцию и 

электроконвекцию. 
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2.2 Краевые условия.  

Поверхности мембран считаются эквипотенциальными (17): 

 ),t(d)t,y,()t,y,H( ϕ=ϕ−ϕ 0  ]L,[y,t 00 ∈≥                             (17)  

где  )t(dϕ  – известная функция, задающая скачок потенциала на КО по 

времени, например tdd)t(d ⋅+=ϕ 10 , где  0d  – начальный скачок, а 1d  – темп 

прироста скачка потенциала.   

1) На поверхности АМ выполняются условия [6]: 

 amС)t,y,(C =02 , 003 =)t,y,(C ,  ]L,[y,t 00 ∈≥ .                      (18) 

0111111
0

1 =







+∇−ϕ∇⋅−=⋅− V

rrrr
CCDCDz

RT

F
njn .                    (19) 

)y,,t(E
, ej 012

114
γγ= ,  024 =,j   или  )y,,t(Eejn 012

14
γγ−=⋅−

rr .       (20) 

Вместо (20) удобно использовать условие 02
14

,d
ejn ϕγγ−=⋅−

rr , где 0,dϕ  

скачок потенциала на границе АМ/раствор. Можно показать, что [17] 0,dϕ  

пропорционально m
s

m Cln
C

C
ln 2

2

2 ≈ , следовательно, условие (20) запишется в 

виде mCjn 214 γ−=⋅−
rr  

    00 =),t,y,(V
r

 , ]L,[y,t 00 ∈≥ , )t,y,(Q)T)t,y,(T(k
x

)t,y,(T
00

0
0 −−−=

∂
∂ . (21) 

Здесь и далее nr  – вектор внешней нормали. 

2) На поверхности КМ  выполняются условия [6]: 

kmС)t,y,H(C =1 , 04 =)t,y,H(C ,  ]L,[y,t 00 ∈≥ .                           (22) 

 0222222
0

2 =







+∇−ϕ∇−⋅−=⋅− V

rrrr
CCDCDz

RT

F
njn                         (23) 

)y,H,t(Eejn 14
33

γγ=⋅−
rr                                            (24) 

Как и выше, вместо (24) можно использовать условие  mCjn 123 γ−=⋅−
rr . 

    )t,y,H(Q)T)t,y,H(T(k
x

)t,y,H(T −−−=
∂

∂
0 .                              (25) 

3) На входе в канал обессоливания  выполняются условия [6]: 
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 ( ) mCt,,xC 11 0 = ,  ( ) mCt,,xC 22 0 = , ]H,[x,t 00 ∈≥ .                 (26) 

 ( ) ( )t,,HCt,,xC 00 33 = ,  ( ) ( )t,,C,x,tC 000 44 = ,  ]H,[x,t 00 ∈≥ .        (27) 

 .
F)CDzCDz(

RT
)CDzCDz(nn

22
2
211

2
1

0
222111

+
+∇⋅−=ϕ∇⋅ rr

       (28) 

 00 =),y,x(Vx , 






 −=
H

x

H

x
V),y,x(Vy 160 0 , ( ) 00 Tt,,xT = .      (29) 

4) На выходе из канала выполняются условия [6]:  

 410
0

,...,i,
C

DCDz
RT

F i
iiii ==

∂
∂−

∂
ϕ∂−

yy
                                (30) 

 ( )
x

t,L,xT

∂
∂ , ( ) 00 P)t,L,H(Pt,L,P == .                             (31) 

Для скорости на выходе задается условие отсутствия нормальных 

напряжений. 

5) Начальные условия при 0=t  примем, согласованными с краевыми: 

( ) 410 0 ,...,i,Cy,x,C ,ii == ,
H

x
d),y,x( ϕ=ϕ 0 , 00 T),y,x(T = ,            (32) 








 −==
H

x

H

x
V),y,x(V,),y,x(V yx 16000 0 .                    (33) 

3. Упрощенная математическая модель для половины канала  

В частном случае при равенстве коэффициентов диффузии катионов 

и анионов, и вертикальном положении канала, течение в канале будет 

симметричным относительно центральной оси канала. В этом случае, 

имеет смысл рассматривать левую или правую половины канала.  

Пусть теперь 0=x  соответствует середине канала, а при Hx =  

расположена идеально селективная КМ, а 0=y  и Ly =  соответствует 

входу и выходу из канала. 

Граничные  условия при Hx = , на входе и выходе остаются без 

изменений, исключая условие на скорость на входе, где вместо параболы 

Пуазейля используется полупарабола.  
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В ядре потока (середине канала) ( 0=x ) для концентраций задаются 

такие же условия, как на входе, для потенциала задается условие 

( ) 00 =ϕ t,y,  [10] . Значения концентраций при 0=x , должны удовлетворять 

условию электронейтральности. 

Заключение.  

В статье предложена 2D математическая модель процесса переноса 

ионов бинарной соли с учетом основных сопряженных эффектов 

концентрационной поляризации в запредельном режиме: 

пространственного заряда и реакции диссоциации/рекомбинации воды, 

гравитационной и электроконвекции и Джоулевого нагрева раствора в 

виде краевой задачи для системы дифференциальных уравнений с 

частными производными. Эта система приведена к виду удобному для 

численного решения. Описаны необходимые краевые условия.  

Численному и асимптотическому решению этой краевой задачи и физико-

химическому анализу влияния сопряженных эффектов концентрационной 

поляризации на перенос ионов соли предполагается посвятить следующие 

работы. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в 

рамках научного проекта  № 16-08-00128 А "Теоретическое и 

экспериментальное исследование гравитационной конвекции в 

мембранных системах с учетом реакции диссоциации/рекомбинации 

молекул воды".  
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