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            Построение математической модели, описывающей распределение 

температуры и влажности субстрата вдоль оси биореактора во времени для 

испарительного охлаждения субстрата позволяет решить задачу выбора 

способа подачи воздуха в биореактор, обеспечивающего снижение 
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вариации температуры субстрата вдоль оси биореактора при длительной 

вентиляции субстрата.  

При построении модели были приняты следующие допущения. 

1. За время моделирования перемешивание субстрата отсутствует. 

2. Теплообмен через стенки реактора отсутствует.  

3. Направление движения воздуха – от основания к верхушке вдоль 

оси биореактора. 

4. Параметры состояния субстрата и воздуха системы вентиляции 

однородны в плоскости горизонтального сечения биореактора. Это 

позволяет рассматривать одномерную модель биореактора. 

5. Теплопроводность и влагопроводность субстрата не 

рассматриваются вследствие их малого влияния на рассматриваемый 

процесс. 

Хотя в большинстве биореакторов перенос теплоты и влаги 

взаимосвязаны вследствие использования испарительного охлаждения, 

большинство существующих на сегодняшний день моделей либо 

пренебрегают балансом влаги, либо включают его в упрощенной форме. 

Точное поддержание влажности субстрата технически весьма затруднено 

вследствие сложности измерения и неоднородности субстрата. В 

результате такой подход неприменим при компостировании [1]. 

Влияние испарительного охлаждения субстрата на процесс может 

быть учтено, если рассматривать субстрат как некую псевдооднородную 

среду, состоящую из двух фаз, находящихся в равновесии, и имеющую 

усредненные свойства воздуха и субстрата. Это в свою очередь 

предполагает необходимость использования насыщенного влагой воздуха 

для вентиляции. Однако для активации испарения, а следовательно и 

охлаждения субстрата, используется ненасыщенный (сухой) воздух, 

поэтому предположение о равновесии между воздухом и субстратом также 

неприемлемо[2].  
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Таким образом, математическая модель должна рассматривать 

частицы субстрата и расстояние между ними, заполненное газовой средой, 

как отдельные фазы, и описывать процессы тепломассопереноса между 

ними. Поэтому мы будем рассматривать математическую модель системы 

вентиляции при компостировании субстрата в биореакторе как модель 

тепломассопереноса в двухфазной среде [3]. 

Для одномерной модели биореактора дифференциальный баланс 

теплоты и массы одной фазы в элементарном объеме площадью S и 

длиной x∆  за время t∆  можно представить в виде следующего выражения: 










∆
∂
∂∆=−∆+

∆
∂

∂∆=−∆+

t
t

T
xScxQxxQ

t
t

M
xSxMxxM

ρ

ρ

)()(

)()(
,    (1) 

где )(xM  и )( xxM ∆+  – масса соответственно в точках x  и x∆ , кг; 

 T  – температура, С; 

c  – теплоемкость, Дж/(кг* 0С); 

ρ  – плотность, кг/м3. 

В элементарном объеме субстрата происходят процессы 

массопереноса между субстратом и газовой фазой 








dt

dM w : 

- испарение воды с поверхности субстрата в газовую фазу; 

- конденсация воды из газовой фазы на поверхность субстрата. 

В элементарном объеме субстрата также происходят процессы 

теплопереноса между субстратом и газовой фазой: 

- конвективный теплообмен между поверхностью субстрата и 

газовой фазой 








dt

dQg ; 

- изменение энтальпии субстрата (газовой фазы) при испарении 

(конденсации) воды 








dt

dQs .  
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Для коллоидной капиллярно-пористой среды процесс массообмена 

(влагообмена) между субстратом и газовой фазой при испарительном 

охлаждении может быть представлен следующим уравнением: 

( )*
ss

w Ka
dt

dM ϕϕ −= ,                                     (2) 

где  
dt

dM w  – изменение массы влаги в субстрате или газовой среде (с 

соответствующим знаком), кг; 

Ka  – коэффициент массопереноса влаги между субстратом и газовой 

фазой, кг воды/(с*м3); 

sϕ  – влагосодержание субстрата, кг воды/кг субстрата; 

*
sϕ  – равновесное влагосодержание субстрата при известных 

температуре и влагосодержании газовой фазы, кг воды/кг субстрата.  

Соответственно изменение энтальпии субстрата, связанное с 

испарением влаги в газовую фазу, может быть представлено следующим 

выражением: 

( )*
ss

s Ka
dt

dQ ϕϕλ −= ,                                     (3) 

где λ  – удельная теплота испарения воды, Дж/кг воды. 

Процесс теплообмена между субстратом и газовой фазой может 

быть представлен следующим выражением: 

( )sg
g TTha

dt

dQ
−= ,                                      (4) 

где ha  – коэффициент теплообмена между субстратом и газовой фазой, 

Дж/(с*м3*К); 

gT  – температура газовой фазы, 0С; 

sT  – температура субстрата, 0С. 

Выражение для Ka , *
sϕ ,ha  определено экспериментально в виде 

эмпирического выражения: 
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[ ]( ) ( )15.27315.273 4321 ++−++= gsg TaaTaaKa ϕ ,    (5) 

где 4321 ,,, aaaa  – экспериментально определенные коэффициенты. 

)(

1

21

*
435

)exp(

)1ln( gTСС

g

С

wg
s TСС

a +













+−
−

=ϕ ,                          (6) 

где 54321 ,,,, CCCCC  – экспериментально определенные коэффициенты. 

3

2
1

)15.273(
b

g

Pb

TG
bha 







 +
= ,                           (7) 

где 321 ,, bbb  – экспериментально определенные коэффициенты. 

Для двухфазной модели процесса из (1), учитывая (2) – (7), а также 

пренебрегая теплопроводностью и влагопроводностью субстрата, 

дифференциальный баланс теплоты и массы в элементарном объеме 

площадью S и длиной x∆  за время t∆  можно представить в следующем 

виде: 

( )

( )

( )

( ) ( )
















∆∆−−∆∆−+∆
∂
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∂
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∆−=−∆+
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∂

∂
∆−=−∆+

∆∆−+∆
∂

∂
∆−=−∆+

txSKatxSTThat
t

T
xScxQxxQ

txSTThat
t

T
xScxQxxQ

txSKat
t

xSxMxxM

txSKat
t

xSxMxxM

sssg
s

ssss

sg
g

gggg

ss
s

sww

ss
g

gww

*

*

*

)()(

)()(

)()(

)()(

ϕϕλρ

ρ

ϕϕϕρ

ϕϕ
ϕ

ερ

, (8) 

где gερ  – плотность газа с учетом порозности субстрата, кг воздуха/м3; 

sρ  – плотность субстрата, кг субстрата/м3; 

gϕ  – влагосодержание газовой фазы, кг воды/кг воздуха. 

Для моделирования системы вентиляции с боковым подачей 

воздуха представим плотность подачи воздуха вдоль оси биореактора в 

виде функции ( ) )(x
dx

dG
xg = , определенной на интервале ];0[ Hx ∈ , где Н – 

высота биореактора. Поскольку в процессе применяется принудительная 

вентиляция, то ( ) 0≥xg  для ];0[ Hx ∈ , причем ( ) 0=xg  соответствует 
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традиционной системе вентиляции с постоянным потоком воздуха вдоль 

оси биореактора. 

Тогда поток воздуха системы вентиляции в точке х можно 

представить в виде G(x), причем для непрерывности потока необходимо 

выполнение условия: 

( )dxxgGxG
x

∫+=
0

)0()( , ( ) 0≥xg                           (9) 

где G(0) – поток воздуха в основании реактора. 

           Таким образом, выражение (9) описывает поток воздуха в точке 

вертикальной оси биореактора для традиционной системы вентиляции при 

G(0)=G, ( ) 0=xg ; для системы вентиляции с боковой подачей воздуха при 

0)0( ≥G , ( ) 0>xg . 

Из (8) имеем: 

( ) tSxgtxSKat
t

xSxMxxM вхss
g

gww ∆∆+∆∆−+∆
∂

∂
∆−=−∆+ ϕϕϕ

ϕ
ερ *)()( , (10) 

где вхϕ  – влагосодержание подаваемого воздуха системы вентиляции, кг 

воды/кг воздуха. 

Запишем массовый поток в точках x  и x∆ : 

tSxGxM gw ∆= )()( ϕ ,                                    (11) 

tSxxxgGxxM gw ∆∆+∆⋅+=∆+ )()()( ϕ .                        (12) 

Подставляя (11), (12) в (10), получаем: 

( ) ( )вхgss
ggg

g xxgKa
x

xxx
G

t
ϕϕϕϕ

ϕϕϕ
ερ −∆+−−=

∆
−∆+

+
∂

∂
)(

)()( *   (13) 

Производя предельный переход при 0→∆x , 0→∆t , получаем: 

( ) ( )вхgss
gg

g gKa
x

G
t

ϕϕϕϕ
ϕϕ

ερ −−−=
∂

∂
+

∂
∂ * .               (14) 

Из (8) имеем: 

( ) txSKat
t

xSxMxxM ss
s

sww ∆∆−−∆
∂

∂∆−=−∆+ *)()( ϕϕϕρ .             (15) 

Поскольку массовый поток субстрата через плоскости сечения в 



Научный журнал КубГАУ, №121(07), 2016 года 

http://ej.kubagro.ru/2016/07/pdf/119.pdf 

7 

точках x  и x∆  отсутствует, 0)()( =−∆+ xMxxM ww . Тогда из (15): 

( ) xKa
t

x ss
s

s ∆−−
∂

∂
∆−= *0 ϕϕϕρ .                          (16) 

Производя предельный переход при 0→∆x , 0→∆t  получаем: 

( )[ ]*1
ss

s

s Ka
t

ϕϕ
ρ

ϕ
−−=

∂
∂

.                           (17) 

Из (8) имеем: 

( ) вхgsg
g

gggg TtcxSgtxSTThat
t

T
xScxQxxQ ∆∆+∆∆−−∆

∂
∂

∆−=−∆+ ερ)()( , (18) 

где вхT  – температура подаваемого воздуха системы вентиляции, oС. 

Запишем массовый поток в точках x  и x∆ : 

)()( xTtcGSxQ ggg ∆= ,                           (19) 

)()()( xxTtcSxgGxxQ ggg ∆+∆∆+=∆+ .                         (20) 

Подставляя (19), (20) в (18), получаем: 

( ) ( )вхggsg
g

gg
gg

g TxxTgсTTha
t

T
с

x

xTxxT
Gс −∆+−−−=

∂
∂

+
∆

−∆+
)(

)()(
ρ .  (21) 

Производя предельный переход при 0→∆x , 0→∆t  и учитывая, что  

gg ερρ = , pvgpgg ccc ϕ+= , где pgc  – удельная теплоемкость сухого газа, 

Дж/(кг *К);  pvc  – удельная теплоемкость водяного пара, Дж/(кг*К), 

получаем: 

( ) ( )вхgpvgpgsg
g

pvgpgg
g

pvgpg TTccgTTha
t

T
cc

x

T
ccG −+−−−=

∂
∂

++
∂

∂
+ )()()( ϕϕερϕ . (22) 

Из (8) имеем: 

 

( ) ( ) txSKatxSTThat
t

T
xScxQxxQ sssg

s
ssss ∆∆−−∆∆−+∆

∂
∂∆−=−∆+ *)()( ϕϕλρ . (23) 

Поскольку тепловой поток субстрата через плоскости сечения в 

точках x  и x∆  отсутствует, 0)()( =−∆+ xQxxQ ss . Тогда из (23): 

( ) ( )*
sssg

s
ss KaTTha

t

T
c ϕϕλρ −−−=

∂
∂

.                         (24) 
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Учитывая pwspss ccc ϕ+= , где psc  – удельная теплоемкость сухого 

субстрата, Дж/(кг*К); pwc  – удельная теплоемкость воды, Дж/(кг*К) и 

производя предельный переход при 0→∆x , 0→∆t , получаем: 

            ( ) ( )*)( sssg
s

spwsps KaTTha
t

T
cc ϕϕλρϕ −−−=

∂
∂

+ .              (25) 

Из (14), (17), (22), (25) получаем математическую модель 

разработанной системы вентиляции биореактора в виде системы 

уравнений, описывающих тепловой и массовый баланс двухфазной среды: 

( ) ( )

( )[ ]

( ) ( )

( ) ( )

















−−−=
∂

∂+

−+−−−=
∂

∂
++

∂
∂

+

−−=
∂

∂

−−−=
∂

∂
+

∂
∂

*

*

*

)(

)()()(

1

sssg
s

spwsps

вхgpvgpgsg
g

pvgpgg
g

pvgpg

ss
s

s

вхgss
gg

g

KaTTha
t

T
cc

TTccgTTha
t

T
cc

x

T
ccG

Ka
t

gKa
x

G
t

ϕϕλρϕ

ϕϕερϕ

ϕϕ
ρ

ϕ

ϕϕϕϕ
ϕϕ

ερ

.     (26) 

Учитывая, что традиционная система вентиляции является частным 

случаем системы с боковой подачей воздуха, для которого ( ) 0=xg [4],  

получаем математическую модель традиционной системы вентиляции 

биореактора в виде системы уравнений, описывающих тепловой и 

массовый баланс двухфазной среды:  
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             (27) 

Из приведенных уравнений видно, что система уравнений (27) для 

традиционной системы вентиляции отличается отсутствием двух 

слагаемых, описывающих снижение температуры и влажности воздуха в 



Научный журнал КубГАУ, №121(07), 2016 года 

http://ej.kubagro.ru/2016/07/pdf/119.pdf 

9 

точке оси биореактора за счет добавления воздуха с исходными 

параметрами. Это позволяет на основе аналитического вида моделей 

сделать следующий вывод. Цель, поставленная при разработке системы 

вентилирования, достигнута: слагаемые ( ) 0<−− вхgg ϕϕ  и 

( ) 0)( <−+− вхgpvgpg TTccg ϕ  (соответственно в тепловом и массовом балансе 

газовой фазы) обеспечивают снижение температуры и влагосодержания 

газовой фазы. Это, в свою очередь, приводит к изменению динамики 

процесса компостирования. 

Данная статья подготовлена в рамках выполнения научного проекта                  

16-48-230441 а(р) «Математическое моделирование процессов, 

протекающих в автоматизированной установке для круглогодичного 

производства органических удобрений в условиях Краснодарского края», 

финансируемого РФФИ и администрацией Краснодарского края. 
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