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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматривается предфрактальный граф ),( LLL EVG = , порожденный 

множеством затравок { }H=H . Каждому ребру L
l Ee ∈)(  приписано M  дей-

ствительных чисел ),()()( 11)( baewew lll
ii

−−∈= θθ , Mi ,1= , где Ll ,1=  − ранг 

ребра, 0>a , 0>b  и 
b

a<< θ0  − коэффициент подобия. 

Пусть x  − подмножество, состоящее из p  вершин множества LV  

предфрактального графа ),( LLL EVG = . Через ),( ivxd  обозначаем наикрат-

чайшее из расстояний между вершинами множества x  и вершиной iv , т.е. 

)],([min),( ij
xv

i vvdvxd
j∈

= . 
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Число разделения )(xs  для множества вершин x  определяется сле-

дующим образом − )],([max)( j
Vv

vxdxs
Lj∈

= . Множество ∗x , для которого 

)]([min)( xsxs
LVx⊆

∗ = , называется p -центром предфрактального графа LG . 

На рис. 1 изображен предфрактальный граф 3G  с сохранением смеж-

ности старых ребер, веса ребер взвешены единицами. Кратчайшая цепь 

между множеством x  и вершиной v′ выделена пунктирной линией. Длина 

кратчайшей цепи или наикратчайшее из расстояний 4),( =′vxd . Число раз-

деления p -центра 2)( =∗xs . 

Всевозможные p -центры { }x  предфрактального графа LG  образуют мно-

жество допустимых решений (МДР) { }xGXX L == )(  [1, 2]. 

На множестве x  определим векторно-целевую функцию (ВЦФ): 

))(),(),(),...,(),...,(()(F 221221 xFxFxFxFxFx MMMM ++= ,  (1) 

min)()( →= xsxF ii , Mi ,...,2,1= ,     (2) 

где )(xsi  – число разделения множества x ; 

min)(
1

, →=∑
=

+

p

t
tiiM xF ρ , Mi ,...,2,1= ,    (3) 
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ti,ρ  – радиус t -вершины p -центра; 

min)(12 →=+ hxF M ,       (4) 

h  – количество типов центров (количество центров разного ранга); 

min)(22 →=+ pxF M ,       (5) 

p  – количество вершин, составляющих p -центр. 

Все критерии (2)-(5) ВЦФ (1) имеют конкретную содержательную 

интерпретацию. Веса, приписанные ребрам предфрактального графа LG , 

могут отражать как конкретные ограничения (время, расстояние), налагае-

мые на систему служб (аварийные, пожарные депо, полицейские участки, 

больницы), так и общие затраты, выражаемые в условных единицах.  

Полученное значение числа p  критерия (5) будет наименьшим чис-

лом аварийных служб, а р-центр − их оптимальным размещением, удовле-

творяющим предъявляемым требованиям. Поскольку M  веса одного ребра 

несравнимы, паретовское множество включает в себя p -центры не одного 

набора весов, а каждого из M . Критерий )(xFi  минимизирует число разде-

ления, а критерий )(xF iM +  минимизирует сумму радиусов p -центра по 

i -му набору весов, Mi ,1= . 

ОЦЕНКА РАДИАЛЬНОГО КРИТЕРИЯ ПРЕДФРАКТАЛЬНЫХ 
ГРАФОВ 

Рассмотрим вначале некоторые определения и обозначения. Длина 

кратчайшего пути, соединяющего пару вершин Wvw ∈, , называется рас-

стоянием между вершинами w и v и обозначается через ),( vwd . Для фик-

сированной вершины Ww ∈  величина ),(max)( vwdw
Wv∈

=ε  называется экс-

центриситетом вершины Ww ∈ . Эксцентриситет, максимальный среди 
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всех эксцентриситетов вершин графа ),( QWH = , называется диаметром 

графа H и обозначается через )(Hd , т.е. )(max)( wHd
Ww

ε
∈

=  [3]. 

Если пара вершин Wwu ∈,  соединяется кратчайшим путем длины 

)(),( Hdwud = , то этот путь называется диаметральным. Вершина w назы-

вается периферийной, если )()( Hdw =ε . Радиус графа H обозначается че-

рез )(Hρ  и вычисляется по формуле )(min)( wH
Ww

ερ
∈

= . 

Рассмотрим предфрактальный граф LG , порожденный затравкой-

звездой H , всем ребрам которого приписан вес равный единице, а коэф-

фициент подобия равен 1. Вычислим верхние и нижние оценки радиуса 

предфрактального графа lG , Ll ,...,2,1=  траектории LGGG ,...,, 21 . 

Радиус графа 1G  равен единице, так как HG =1  есть затравка-звезда: 

1)( 1 =Gρ . Центром графа 1G  является вершина, смежная со всеми осталь-

ными вершинами. Расстояние от центра до любой другой вершины равно 

единице. В случае, если смежность старых ребер графа 2G  сохраняется, 

радиус 2)( 2min =Gρ . Если старые ребра не пересекаются и инцидентны ви-

сячим вершинам подграф-затравок, радиус 4)( 2max =Gρ . Верхняя и нижняя 

оценки радиуса предфрактального графа 2G  с произвольной смежностью 

старых ребер равна: 4)(2 2 ≤≤ Gρ . 

На рис. 2 представлены предфрактальные графы 1G  и 2G , порожден-

ный 4-вершинной затравкой-звездой. Для графа 2G  рассмотрены два вари-

анта порождения: сохранение смежности и непересечение старых ребер. 

Центры обведены малыми пунктирными окружностями. 
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По аналогии с предыдущими вычислениями,  верхняя и нижняя 

оценки радиуса графа 3G  равны: 13)(3 3 ≤≤ Gρ  (см. рис. 3.а и 3.б). 

Продолжая процесс вычисления верхних и нижних оценок радиуса, 

получим, что 2/)13()(max −= L
LGρ  и lG l =)(minρ , для всех Ll ,...,2,1= .  

Верхние и нижние оценки радиуса графа lG , Ll ,...,2,1= равны: 

1)( 1max =Gρ ;      ;1)( 1min =Gρ  

13)( 2max +=Gρ ;      ;2)( 2min =Gρ  

133)( 2
3max ++=Gρ ;     ;3)( 3min =Gρ  

……………………………………………………………………. 

2/)13(13...33)( 21
max −=++++= −− lll

lGρ ; lG l =)(minρ  

……………………………………………………………………. 

;2/)13()(max −= L
LGρ      LGL =)(minρ . 

Тогда оценка радиуса предфрактального графа lG  выражается нера-

венством: 2/)13()( −≤≤ l
lGl ρ  для всех Ll ,...,2,1= . Верна следующая тео-

рема. 
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ТЕОРЕМА 1. Для всякого предфрактального графа lG , порождённого 

затравкой-звездой, радиус 2/)13()( −≤≤ l
lGl ρ  для всех Ll ,...,2,1= .◄ 

 

Вычислим далее верхнюю и нижнюю оценки диаметра предфрак-

тального графа lG , Ll ,...,2,1= : 

2)( 1max =Gd ;      2)( 1min =Gd ; 

)13(2)( 2max +=Gd ;     4)( 2min =Gd ; 

)133(2)( 2
3max ++=Gd ;     6)( 3min =Gd ; 

……………………………………………………………………… 

13)13...33(2)( 21
max −=++++= −− lll

lGd ;  lGd l ⋅= 2)(min ; 

……………………………………………………………………… 

13)(max −= L
LGd ;     LGd L ⋅= 2)(min . 

Тогда оценка диаметра предфрактального графа lG  выражается не-

равенством 13)(2 −≤≤ l
lGdl  для всех Ll ,...,2,1= . Верна следующая тео-

рема. 
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ТЕОРЕМА 2. Для всякого предфрактального графа lG , порождённого 

затравкой-звездой, диаметр 13)(2 −≤≤ l
lGdl  для всех Ll ,...,2,1= .◄ 

 

ПРИМЕЧАНИЕ 1. Оценки радиуса 2/)13()( −≤≤ l
lGl ρ  и диаметра 

13)(2 −≤≤ l
lGdl , Ll ,...,2,1=  верны для всякого предфрактального графа 

lG , порождённого n-вершинной затравкой-звездой.◄ 

На рис. 2 и 3 цепи (выделены пунктирными линиями) между верши-

нами v′ и v ′′  отражают значение радиуса, а между v ′′  и v ′′′  - значение диа-

метра. 

АЛГОРИТМ 0α  РАЗМЕЩЕНИЯ ЦЕНТРА ПРЕДФРАКТАЛЬНОГО 

ГРАФА ПРИ СОХРАНЕНИИ СМЕЖНОСТИ СТАРЫХ РЕБЕР 

Рассмотрим предфрактальный граф LG , порожденный множеством 

затравок { }H=H , смежность старых ребер которого сохраняется. Опишем 

применение алгоритма для одного фиксированного набора весов )(ewi  из 

M  и далее обобщим для каждого i -го набора, Mi ,1=  [4, 5]. Алгоритм 0α  

начинает свою работу с подграф-затравок L -го ранга )(L
sL

z , 1,1 −= L
L ns . На 
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последнем шаге порождения предфрактального графа LG  каждая вершина 

графа 1−LG  была замещена затравкой H . Поскольку при порождении 

предфрактального графа действует правило сохранения смежности старых 

ребер, к каждой вершине 1−LG  склеиваются затравки одной из своих вер-

шин. 

Рассмотрим подграф-затравку )(
1

Lz , так как затравка H  является 

сильно связанной, то для всякой ее вершины можно найти путь к любой 

другой. Найдем кратчайшие цепи от «общей» вершины )(
1

Lx  до оставшихся 

)1( −n  вершин )(

1

L
jv  подграф-затравки )(

1
Lz . Среди кратчайших путей выби-

раем максимальный и определяем число )],([max)( )()(
1

1,1

)(
1 1

1

L
j

L

nj

L vxdxs
−=

= , которое 

называется числом разделения вершины )(
1

Lx  подграф-затравки )(
1

Lz . Далее 

поочередно осуществляется поиск чисел разделения 

)],([max)( )()(

1,1

)( L
j

L
s

nj

L
s LL

L
L

vxdxs
−=

= , 1,1 −= L
L ns , где 0),( )()( =L

s
L

s LL
xxd  для общих вер-

шин всех подграф-затравок L -го ранга. Поиск кратчайших путей осу-

ществляется с помощью известного алгоритма Дейкстры, оформленного в 

виде процедуры. 

Рассмотрим далее подграф-затравки )1( −L -го ранга )1(

1

−
−

L
sL

z , 

2
1 ,1 −

− = L
L ns . Каждая из них в процессе порождения предфрактального гра-

фа 1−LG  была склеена к вершинам предыдущего в траектории графа 2−LG , 

так как действует правило сохранения смежности старых ребер. Тогда 

каждая подграф-затравка )1( −L -го ранга )1(

1

−
−

L
sL

z  также имеет одну общую 

вершину с соответствующими затравками )2( −L -го ранга )2(

2

−
−

L
sL

z , 

3
2 ,1 −

− = L
L ns . 
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Найдем числа разделения для каждой общей вершины )1(

1

−
−

L
s L

x  подграф-

затравок )1( −L -го ранга )1(

1

−
−

L
sL

z , 2
1 ,1 −

− = L
L ns  следующим образом: 

)](),([max)( )()1()1()1(

111

L
s

L
j

L
s

L
s LLLL

xsvxdxs += −−−
−−−

, где 0),( )1()1(

11
=−−

−−

L
s

L
s LL

xxd . То есть нахо-

дим кратчайшие пути от общей вершины )1(

1

−
−

L
s L

x  до оставшихся )1( −n  вер-

шин подграф-затравки )(

1

L
sL

z
−
. Добавляем к длине кратчайшего пути 

),( )1()1(

11

−−
−−

L
j

L
s LL

vxd  соответствующее число разделения )( )(L
sL

xs , найденное для 

подграф-затравок предыдущего ранга, и среди получившихся сумм выби-

раем максимальную. Сумма )()(),( )()()1()1(

11

L
s

L
s

L
s

L
s LLLL

xsxsxxd =+−−
−−

, так как 

0),( )1()1(

11
=−−

−−

L
s

L
s LL

xxd . Указанным способом находим числа разделения )( )(l
sl

xs  

для общих вершин )(l
sl

x , 1,1 −= l
l ns  подграф-затравок )(l

sl
z  до 2-го ранга вклю-

чительно, то есть для всех 2,...,1, −= LLl . На последнем шаге 2=l  найде-

ны числа разделения )( )2(

2sxs , ns ,12 =  для общих вершин )2(

2sx  подграф-

затравок 2-го ранга )2(

2sz  и одной подграф-затравки первого ранга )1(
1

)1(

1
zzs = . 

Подграф-затравка )1(
1z , по сути, соответствует графу 1G  траектории 

LGGG ,...,, 21 . Тогда для каждой вершины подграф-затравки )1(
1z  найдено 

число )( )2(

2sxs , ns ,12 = . 

Далее рассматриваем подграф-затравку )1(
1z  как отдельный граф и 

находим для каждой ее вершины )1(

1s
x  число разделения следующим обра-

зом: )](),([max)( )2()1()1(

1,1

)1(

211
1

1 sjs
nj

s xsvxdxs +=
−=

. Вершина 0x , для которой число раз-

деления )]([min)( )1(

,...,2,1
0 1

1
s

ns
xsxs

=
=  будет минимальным, является центром пред-

фрактального графа LG . 
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 АЛГОРИТМ 0α  
ВХОД: взвешенный предфрактальный граф LG . 
ВЫХОД: вершина 0x  – центр LG . 
ШАГ 1. Для каждой вершины )(L

sL
x  подграф-затравки L -го ранга )(L

sL
z , 

1,1 −= L
L ns  найти число разделения 

)],([max)( )()(

1,1

)( L
j

L
s

nj

L
s LL

L
L

vxdxs
−=

= , где 0),( )()( =L
s

L
s LL

xxd . Поиск крат-

чайших путей между вершинами осуществляется с помо-
щью процедуры Дейкстры. 

 ДЛЯ ВСЕХ 2,...,2,1 −−= LLl  ВЫПОЛНИТЬ: 

ШАГ 1+− lL . Для каждой вершины )(l
sl

x  подграф-затравки l -го ранга )(l
sl

z  
найти число разделения )](),([max)( )1()()()( ++= l

j
l

j
l

s
j

l
s lll

l
l

xsvxdxs , 
1,1 −= l

l ns , где 0),( )()( =l
s

l
s ll

xxd . Поиск кратчайших путей меж-
ду вершинами осуществляется с помощью процедуры 
Дейкстры. 

ШАГ L . Для каждой вершины )1(

1s
x  подграф-затравки первого ранга 

)1(
1z  найти число разделения 

)](),([max)( )2()1()1(

1,1

)1(

111
1

1 jjs
nj

s xsvxdxs +=
−=

, ns ,11 = , где 0),( )1()1(

11
=ss xxd . 

Поиск кратчайших путей между вершинами осуществляется 
с помощью процедуры Дейкстры. 

ШАГ 1+L . Из всех вершин )1(

1s
x , ns ,...,2,11 =  в качестве центра предф-

рактального графа LG  выбрать вершину ∗x  с наименьшим 
числом разделения: )]([min)( )1(

,...,2,1 1
1

s
ns

xsxs
=

∗ = . 

 ПРОЦЕДУРА ДЕЙКСТРЫ 
ВХОД: взвешенный граф ),( EVG = . 
ВЫХОД: кратчайшие пути ),( ji vxd  для всех nj ,...,2,1= . 

ТЕОРЕМА 3. Алгоритм 0α  осуществляет поиск центра предфрак-
тального графа LG , смежность старых ребер которого сохраняется. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Алгоритма 0α  выделяет центр 0,ix , Mi ,1=  предф-

рактального графа LG , смежность старых ребер которого сохраняется. 

Алгоритм осуществляет поиск центра для фиксированного набора 

весов. Применение алгоритма по каждому набору весов Mi ,1=  позволяет 

находить центры 0,ix . 
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ТЕОРЕМА 4.   Вычислительная сложность алгоритма 0α  на предф-

рактальном графе ),( LLL EVG = , порожденном затравкой ),( QWH = , 

равна )4( 2 NnO ⋅ , где NVL =  и nW = . 

СЛЕДСТВИЕ 2. Вычислительная сложность алгоритма 0α  поиска 

центров 0,ix , Mi ,1=  на предфрактальном графе ),( LLL EVG = , порожден-

ном затравкой ),( QWH = , равна )4( 2 MNnO ⋅⋅ , где NVL =  и nW = . 

Вычислительная сложность алгоритма 0α  поиска центра 0,ix  для од-

ного набора весов равна )4( 2 NnO ⋅ . Вычислительная сложность поиска 

центра по каждому набору весов Mi ,1=  увеличится в M  раз и составит 
)4( 2 MNnO ⋅⋅ . 

ТЕОРЕМА 5. Алгоритм 0α  выделяет центр 0,ix  на предфрактальном 

графе LG , оптимальный по критериям )( 0,12 iM xF +  и )( 0,22 iM xF + , и оценива-

емый по критериям 
1

1
)1()(

1

1
0, −

−−≤≤
−
−

θ
θ

θ
θ L

ii

L

nbxFa , Mi 2,...,2,1= . 

 

На рис. 4 представлен пример поиска центра предфрактального гра-

фа 3G  для случая 1=M . Предфрактальный граф 3G  взвешен в соответ-

ствии с правилом взвешивания ребер, где начальный отрезок ]18;9[];[ =ba , 

а весовой коэффициент 3/1=θ . Алгоритм поиска центра начинает свою 
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работу с подграф-затравок 3-го ранга. Внутри подграф-затравок мелким 

шрифтом указаны числа разделения общих вершин. Центром графа 3G  яв-

ляется вершина )1(
1x , для которой число разделения минимальное: )1(

1xx =∗ . 

Радиус предфрактального графа 3G  равен числу разделения вершины ∗x : 

5,20)( == ∗xsρ . Значения критериев 5,20)()()( 21 ==== ∗∗∗ xsxFxF ρ . 

Оценки критериев следующие:  

52
13/1

1)3/1(
218

1

1
)1()()(

3

21 =
−

−⋅⋅=
−
−−≤= ∗∗

θ
θ L

nbхFхF ; 

13
13/1

1)3/1(
9

1

1
)()(

3

21 =
−

−⋅=
−
−≥= ∗∗

θ
θ L

aхFхF . 

Оценка критериев верна: 525,20)()(13 21 <==< ∗∗ хFхF . 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в 
рамках научного проекта № 16 – 07 – 00231а. The reported study was 
partially supported by RFBR, research project № 16 – 07 – 00231а. 
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