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В статье указана важность математического описа-
ния, обоснование функции, учитывающей процесс 
изменения параметра при разработке методики диа-
гностирования автомобиля. Отмечено, что  от выбо-
ра аппроксимирующей функции в конечном итоге 
зависят погрешность и трудоемкость прогнозирова-
ния. Неправильный выбор функции может свести на 
нет  все усилия по управлению безотказностью и 
другими показателями элементов машин. Представ-
лены требования, которые могут быть предъявлены 
к математическому описанию, обоснованию функ-
ции изменения параметра. На основании анализа 
факторов, влияющих на процесс изменения пара-
метров, а так же требований, предъявляемых к ма-
тематическому описанию этого процесса, сделаны 
замечания о том, что изменение (приращение) пара-
метра состояния необходимо аппроксимировать 
случайной упорядоченной функцией с возрастаю-
щими реализациями; реализацию изменения пара-
метра можно рассматривать как строго, так и не-
строго монотонную функцию в диапазоне от нуля 
до предельного изменения параметра. Отмечено, что 
приведенные ранее рассуждения с учетом двух 
групп факторов позволяют исследовать изменение 
параметра в тот или иной момент наработки как 
сумму двух случайных величин. Сделан вывод о 
том, что связь между скоростью изменения пара-
метра (например, скоростью изнашивания детали) и 
показателями свойств материала и условиями рабо-
ты (твердость поверхности металла, удельная 
нагрузка на поверхность детали, ее относительная 
скорость движения) обычно выражают функцио-
нальной, детерминированной зависимостью, полу-
ченной в результате лабораторных испытаний или 
теоретических исследований. В заключение отмече-
но, что анализ результатов математического описа-
ния процесса изменения параметра показывает, что 
они достаточно полно удовлетворяют сформулиро-
ванным в начале статьи требованиям 
 

The article shows the importance of math description 
and grounding the function taking into account the 
process of changing the parameter when developing 
the methodology of automobile diagnosing. It is 
pointed out that after all the prediction error and ef-
fort depend on the choice of approximating function. 
The wrong choice of the function can bring to naught 
all the efforts to manage safety margin and other pa-
rameters of cars elements. One can find the require-
ments to math description and grounding the function 
of the parameter change. Based on the analysis of 
factors influencing the process of parameters change 
and requirements to math description of this process 
we have noticed that it is necessary to approximate 
the change (increase) of the state variable by the 
chance ordered function with increasing realizations. 
One can consider the parameter change realization 
both strictly and not as a monotone function ranging 
from zero to the limit change of the parameter. We 
have mentioned that the fore-quoted reasoning with 
the account of two groups of factors make possible to 
investigate the parameter change at this or that mo-
ment of work as a sum of two random values. We 
have made a conclusion that they usually express the 
link between the change rate (for instance, detail 
wear rate) and the readings of the material properties 
and functioning conditions (metal skin hardness, unit 
loading on the detail surface, its relative rate of 
movement) by the functional determined dependence 
got as a result of lab tests or theoretical study. In the 
conclusion, one can see that the analysis of the results 
of math description of the process of the parameter 
change is sufficient enough 
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Один из подходов позволяющих повысить эффективность техниче-

ской эксплуатации автомобилей, является подход, основанный на рассмот-

рении технической эксплуатации как сложной организационно-

производственной системы и применения к ней методов исследования и 

совершенствования сложных систем [ 6, 7, 8, 9 ,11,12, 16,20, 21,22]. 

В то же время, для понимания состояния системы технической экс-

плуатации необходим оперативный контроль технического состояния как 

автомобиля в целом, так и его узлов и агрегатов, который возможен на ос-

нове применения технического диагностирования [1, 2, 3, 4, 5,10, 12, 14, 

23, 24].  

Параметры технического состояния автомобиля в процессе эксплуа-

тации изменяются со временем и необходим математический аппарат, поз-

воляющий описать процесс изменения указанных параметров [15, 20, 

21,22]. 

Математическое описание, обоснование функции, учитывающей 

процесс изменения параметра, является весьма важным моментом при раз-

работке методики диагностирования, а в частности методов прогнозирова-

ния состояния элементов. От выбора аппроксимирующей функции в ко-

нечном итоге зависят погрешность и трудоемкость прогнозирования. Не-

правильный выбор функции может свести на нет  все усилия по управле-

нию безотказностью и другими показателями элементов машин [12, 13, 17, 

18, 19, 20, 21, 22, 25].  

Требования, которые могут быть предъявлены к математическому 

описанию, обоснованию функции изменения параметра, в основном, сво-

дятся к следующему. Функция должна: учитывать физическую картину 
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изменения параметра, в частности внешние и внутренние факторы, слу-

чайную величину скорости и характер изменения параметра, межкон-

трольную наработку и др.;  быть возрастающей, отражать интегральный 

характер изменения параметра состояния элемента в зависимости от нара-

ботки; быть универсальной, характеризующей линейную, степенную, экс-

поненциальную и другие зависимости изменения параметра от наработки; 

содержать небольшое число коэффициентов, что облегчает прогнозирова-

ние, обеспечивает возможность составления простых номограмм, таблиц, а 

также использование простых формул [6, 15, 20, 21, 22]. 

На основании анализа факторов, влияющих на процесс изменения 

параметров, а так же требований, предъявляемых к математическому опи-

санию этого процесса, представляется возможным сделать некоторые об-

щие замечания. Во-первых, изменение (приращение) параметра состояния 

необходимо аппроксимировать случайной упорядоченной функцией с воз-

растающими реализациями. Реализацию изменения параметра можно рас-

сматривать как строго, так и нестрого монотонную функцию в диапазоне 

от нуля до предельного изменения параметра. 

Приведенные ранее рассуждения с учетом двух групп факторов поз-

воляют исследовать изменение параметра в тот или иной момент наработ-

ки как сумму двух случайных величин: 

ZU
об

U += ,                                                             (1) 

где     
об

U  - фактическое приращение параметра (существенно по-

ложительная непрерывная случайная величина); 

U  - теоретическое изменение параметра под влиянием внутренних, 

заводских факторов (существенно положительная непрерывная случайная 

величина); 

Z  - отклонение величины U  под воздействием внешних эксплуата-

ционных факторов (непрерывная случайная величина). 
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Величина U  формирует распределение изменения параметра в фик-

сированные моменты наработки по усредненным результатам работы эле-

мента, характеризующим среднюю эксплуатационную нагрузку. Величина 

Z  формирует распределение отклонения фактического изменения пара-

метра от усредняющей кривой. 

Средние величины 
об

U  всех подвергнутых испытанию элементов, 

полученные по результатам первого, второго и т.д. измерений, образуют на 

графике ряд экспериментальных точек. Построенная по этим точкам с по-

мощью метода наименьших квадратов плавная теоретическая кривая вы-

ражает характер того или иного процесса, изменения параметра совокуп-

ности элементов по их работе с усредненной эксплуатационной нагрузкой. 

Значение кривой в той или иной точке соответствует среднему значению 

случайной величины )(tU . Отклонение экспериментальной точки от теоре-

тической кривой будет равно средней величине Z , стремящейся при уве-

личении числа испытываемых элементов или времени работы одного эле-

мента к нулю. 

Рассмотрим фактическое изменение параметра состояния совокупно-

сти элементов как случайную функцию )(tU . В общем виде она представ-

ляет собой довольно сложный математический объект. Разложим ее на 

элементарные случайные функции, используя идею канонического разло-

жения [6, 15, 21, 22]: 

( ) ∑
=

+=
n

i
tifiVtftU

1
)()(0 ,                                                                          (2) 

где      )(0 tf  - математическое ожидание случайной функции; 

iV  - i  - коэффициент разложения; )(tif  - координатная i  - ая функ-

ция. 
В нашем случае в качестве коэффициентов разложения используем 

случайные величины 0U  (центрированная величина U ) и Z  в первона-
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чальный момент наработки. При этом координатными функциями окажут-

ся детерминированные функции, характеризующие изменение величины 

0U и Z  в зависимости от наработки t . Тогда вместо уравнения (2) можно 

записать в момент t  случайную величину: 

( ) )()(0)(0 1 tftVtfcVtftU ′++= ,                                  (3) 

0'0 == 











cVMcVM ,           0'0 =







cVcVM  

где   )(tf  и )(1 tf  - детерминированные функции, характеризующие 

зависимость 0U  и значение Z  от наработки; 

0
cV  - центрированная случайная величина изменения параметра за 

единицу наработки t =1,0 под влиянием внутренних (заводских) факторов; 

tV ′  - центрированная случайная величина в момент t  отклонения Z  

на единицу изменения параметра под влиянием внешних (эксплуатацион-

ных) факторов. 

Некоррелированные в силу физической природы возникновения слу-

чайные величины 0
cV  и tV ′  можно интерпретировать соответственно как 

скорость изменения параметра и скорость отклонения. Причем если 0
cV  

для конкретного элемента есть величина постоянная, а для совокупности 

элементов – случайная, то величина tV ′  для конкретного элемента может 

принимать различные значения. В этой связи tV ′  следует рассматривать во 

времени как случайный стационарный процесс с нулевым математическим 

ожиданием и независимыми случайными величинами в сечениях. 

Первая детерминированная возрастающая функция может быть 
определена из выражения: 

)0,1(0

)(0)(0)(
=

==
tf

tf

Vm

tf
tf ,                                         (4) 
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где Vm  - математическое ожидание нецентрированной случайной 

величины U  при 0,1=t .  

По аналогии получим: 

)0,1)((

)(
)(1 =∆

=
tUсрz

tсрz
tf ,                                           (5) 

где )(tсрz , )0,1)(( =∆ tUсрz  - средние значения величины Z  в зави-

симости от наработки и при 0,1)( =∆ tU . 

Учитывая уравнение (4), можно записать случайную величину изме-

нения параметра в момент времени t  в более простом виде, сложив первые 

два слагаемых и выразив нецентрированную величину скорости изменения 

параметра как 0
cVVmcV += : 

)(1)()( tftVtfcVtU ′+= .                                              (6) 

Величина cV  имеет размерность – (единица измерения парамет-

ра/единица наработки), величина tV ′  в момент t  размерности не имеет, ко-

гда размерность у детерминированных )(tf  и )(1 tf  соответственно едини-

ца наработки и единица параметра. Первое слагаемое выражения (6) ха-

рактеризует изменение параметра под влиянием внутренних (заводских), а 

второе – внешних (эксплуатационных) факторов. 

)()( tfcVtU = ,                                                            (7) 

Первое слагаемое представляет собой элементарную случайную 

функцию. Все возможные реализации этой функции могут быть получены 

из графика функции простым изменением масштаба по оси ординат. Вы-

ражение (6) функции изменения обеспечивает простой ее вид, позволяет 

выявить физический смысл каждого члена. 

Линейная случайная функция имеет вид: 

ZtcVtU +=)( ,                                                            (8) 
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Функции (6) и (8) могут характеризовать также изменение параметра 

конкретного элемента, т.е. одну реализацию. При этом, cV  является посто-

янной, а Z  - случайной величиной в момент t . В случае гладких или отно-

сительно гладких возрастающих реализаций изменения параметра состоя-

ния элемента, а также при приближенном учете реального процесса изме-

нения параметра слагаемое Z  можно приравнять нулю. Тогда: 

                       tcVtU =)( ,                                                                         (9) 

Назовем простую функцию  базовой. Различные варианты случайной 

функции изменения параметра будем получать путем последовательного 

усложнения функции (9). 

Следует отметить, что коэффициент вариации случайной величины, 

получаемой при фиксированном значении 1t  элементарной случайной 

функции )1(tfcV  есть величина постоянная, равная коэффициенту вариа-

ции случайной величины cV . Это можно доказать следующим путем. 

Пусть в фиксированный момент наработки 1t  имеем случайную величину 

)1(tU  со среднеквадратичным отклонением )1(tfVи σσ = . Математическое 

ожидание этой величины )1()1(0 tfVmtf = , где Vm  - математическое ожи-

дание cV . Тогда коэффициент вариации величины )1(tU  составит: 

                        
Vm
V

tfVm

tfV
tf
и

σσσ ==
)1(

)1(

)1(0
,                                              (10) 

Что и требовалось доказать. 

Вариация cV  имеет обычно относительно большую величину, что 

приводит к значительному рассеиванию ресурса элемента. Поэтому в це-

лях повышения точности и облегчения прогнозирования состояния машин 

крайне важно уменьшить величину cV . Это можно сделать при учете 
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функциональной связи скорости изменения параметра со свойствами мате-

риала и условиями работы деталей, узлов и агрегатов машины [21, 22]. 

Связь между скоростью изменения параметра (например, скоростью 

изнашивания детали) и показателями свойств материала и условиями ра-

боты (твердость поверхности металла, удельная нагрузка на поверхность 

детали, ее относительная скорость движения) обычно выражают функцио-

нальной, детерминированной зависимостью, полученной в результате ла-

бораторных испытаний или теоретических исследований: 

),...,,....,2,1(. nxjxxxFлсV = ,                                (11) 

где jx  - значение j  - го показателя. 

В то же время скорость изменения параметра в связи с влиянием ря-

да неучтенных показателей и рассеиванием в реальных условиях эксплуа-

тации учитываемых формулой (10) показателей ( j =1,2,..., n ) есть величи-

на случайная. Для нахождения тесной связи необходимо учесть влияние 

первых и рассеивание вторых показателей. 

В этих целях предлагается использовать так называемый метод слу-

чайного коэффициента [21, 22]. Сущность метода заключается в переносе 

случайного на коэффициент K , который при этом характеризует влияние 

на cV  всех неучтенных показателей свойств материала и условий работы, и 

представлении величины cV  в виде элементарной линейной случайной 

функции: 

{ } { }),...,2,1(. nxxxFKAлсVKAcV == ,                      (12) 

где A - оператор, линейно преобразующий функцию связи (10) отно-

сительно K . 

Введение оператора A связано с возможным неравномерным одно-
сторонним влиянием неучтенных показателей на cV  при изменении функ-

ции (10). 
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В уравнении (11) случайной величиной служит K , а оставшаяся 

часть выражает детерминированную функцию. Коэффициент вариации 

скорости изменения параметра при таком представлении оказывается рав-

ным коэффициенту вариации величины K , что резко уменьшает вариацию 

скорости изменения параметра и ресурса элемента (рисунок). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок  – Уменьшение рассеивания скорости изменения параметра 

при ее представлении в виде элементарной случайной функции 

 

Применяя метод случайного коэффициента, можно найти среднее 

значение скорости изменения параметра: 

[ ]),...,2,1(0 nxxxFAKVm = ,                                      (13) 

где      0K  - математическое ожидание величины K . 

Учтем рассеивание в эксплуатационных условиях показателей 

nxxx ,...,2,1 , используя метод линеаризации функции и относительно не-

больших средних квадратических погрешностей показателей jx . В каче-
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стве функции выступает выражение (13). Коэффициент вариации величи-

ны cV  в случае независимости аргументов составит: 

2
1

2
2

2

2

Vm

n

j xj
jdx
Vdm

Vm

K
И

∑
=

+=















σ

συ ,                          (14) 

где      
jdx
Vdm

 - частная производная функция Vm  по аргументу jx ; 

2
xjσ  - среднеквадратическое отклонение j  - го показателя от средне-

го значения jx . 

Структура, конструкция элемента оказывают влияние на характер 

кривой изменения параметра, что учитывается функцией математического 

ожидания этого изменения. В выражении (14) характер кривой изменения 

параметра отражается детерминированной функцией )(tf , которая может 

быть представлена различными функциями: линейной, степенной, экспо-

ненциальной, дробно-линейной, многочленом n  - й степени и другими. 

Достижение параметром предельной величины обусловливает отказ 

элемента. Учет предельного изменения параметра производится на основе 

теоремы преобразования случайных величин. Это можно показать на при-

мере базовой функции: [ ]tnxxxFKAtcVtU ),...,2,1()( == . 

Как и ранее cV  есть случайная величина с плотностью распределе-

ния )(0 cVϕ . Ресурс элемента, имеющего скорость изменения параметра 

cV , составит: 

cV
П

U
П

t = , (
П

U , cV >0).                                         (15) 
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Тогда плотность распределения ресурса при фиксированном пре-

дельном изменении 
П

U  находят как функцию случайного аргумента [254]: 

[ ] )()(0)( tRtRt ′⋅=ϕϕ ,                                              (16) 

где       )(tR  - обратная функция; 

)(tR′  - производная этой функции. 

При нормальном распределении cV : 






































−

−=
22

2

exp
22

)(

V

Vm
t
П

U

tV

П
U

t
σσπ

ϕ ,                 (17) 

 

При распределении Вейбула: 










































−

−
=

tVm
П

UbKb

t
П

U

tb
Vm
П

Ub
bbK

t exp
1

2
)(ϕ ,             (18) 








 += 11
b

ГbK , 

где       b  - параметр формы распределения; 

Г  - индекс гамма-функции. 

При вариации предельного изменения параметра плотность распре-

деления ресурса можно найти как функцию двух случайных величин 
П

U  и 

cV . 

Старение машины, оставляя без изменения характер кривой функции 

)(tf , увеличивает скорость изменения параметра. Этот процесс учитыва-

ется тем, что вместо величин Vm  и Vσ  или соответствующих им среднего 

ресурса, дисперсии ресурса элемента берут другие значения  Vm  и Vσ  или 

другие значения оценок ресурса, обусловленные процессом старения. 
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При учете межконтрольной наработки как случайной величины ис-

пользуются уравнения (6) и (9), которые можно преобразовать в следую-

щий вид: 

 





















∑
=

′+∑
=

=
n

i МitftV
n

i МitfcVtU
111

)( ,                       (19) 

∑
=

=
n

i МitcVtU
1

)( , 

где 
Мit  - межконтрольная i  - я случайная наработка. 

Анализ результатов математического описания процесса изменения 

параметра показывает, что они достаточно полно удовлетворяют сформу-

лированным в начале статьи  требованиям. 
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