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В этой статье мы обсуждаем различные вопросы, 
связанные с формулами аппроксимирующими 
функцию распределения простых чисел pi(x). Этим 
вопросом занимались многие ученые, но точной 
функции, хорошо приближающую функцию pi(x) 
всем ряде натуральных чисел нет. Основываясь на 
некоторых гипотезах, мы приводим новую 
функцию s(x) очень хорошо приближающую  pi(x). 
Приведенные в статье гипотезы настолько важны, 
что их числовая проверка и уточнение для отрезков 
длины большей 1014 – одно из магистральных 
направлений, связанных с проблемой 
аппроксимации функции pi(x) на всем ряде 
натуральных чисел. Проведя анализ поведения и 
построения многих функций, мы основе этого 
строим функцию s(x), которая достаточно хорошо 
аппроксимирует функцию pi(x) на 
всем  ряде  натуральных  чисел.  Мы также 
приводим таблицу значений для x, не 
превосходящих 1022 для разности s(x) - pi(x) 
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In this article, we discuss various issues related to the 
formulas approximating the distribution function of 
prime numbers pi(x). This question has occupied many 
scholars, but the exact function is well approximated 
function pi(x) over the number of positive integers not. 
Based on certain hypotheses, we present a new 
function s(x) is very well approximated pi(x). The 
above article hypotheses are so important that their 
numerical validation and refinement for the lengths of 
the segments more in 1014 - one of the main areas 
related to the problem of approximation of the function 
pi(x) throughout the series of natural numbers. After 
analyzing the behaviors and constructs many 
functions, we are building the basis of the function 
s(x), which is well approximates the function pi(x) 
throughout the series of natural numbers. We also 
present a table of values for x, less or equal 1022 for the 
difference of s(x) - pi(x) 
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Аппроксимация функции распределения простых чисел )(xπ  

Пусть )(xπ  означает число простых чисел в натуральном ряде не 

превосходящем x . Вопрос о распределении простых чисел в натуральном 

ряде давно интересует математиков, во всяком случае древнегреческий 

ученый Эратосфен(III век до н.э.) нашел метод подсчета числа простых 
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чисел, не превосходящих x  с помощью так называемого теперь решета 

Эратосфена. 

Еще Евклидом было изящно и просто, доказано, что не существует 

наибольшего простого числа. После Евклида Леонард Эйлер (1707-1783) 

первый из математиков наметил новый плодотворный подход к изучению 

вопроса о распределении простых чисел, введя в рассмотрение свою 

знаменитую формулу: 

                                 ,)(1=
1

=)( 1∑ ∏ −−−
n

s

ps
p

n
sζ                                        (1) 

где s - натуральное число, а произведение распространено на все простые 

числа p . 

А.М. Лежандр(1752-1833) в 1798 году в своей книге "Теория чисел" 

предположил, исходя из вычислений, что функция 
xln

x  удовлетворительно 

приближает )(xπ  в пределах таблиц простых чисел того времени, т.е. до 

610 x . Позже в 1808 году лежандр обнаружил, что функция 
1,08366−xln

x  

наилучшим образом приближает )(xπ  в пределах таблиц. 

Приблизительно в эти годы К.Ф. Гаусс(1777-1855) составляюю 

таблицы простых чисел пришел к выводу, что интегральный логарифм 

tln

dt
xLi

x

∫
2

=)(  лучше приближает )(xπ , чем 
xln

x  и попутно отметил, что 

)(>)( xxLi π  для всех 300000 x . Гаусс не опубликовал своих выводов, а лишь 

высказал их в 1848 году в письме к немецкому астроному И. Энке(1791-

1865). 

П.Л. Чебышев(1821-1894) в знаметином мемуаре 1848 года [1][18], 

предложил новый подход к исследованию функции )(xπ  и ее 

аппроксимаций. В частности он доказал, что если пределы 
)(

)(
lim

xLi

x
x

π
∞→

 и 
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xln

x
x

x

)(
lim

π
∞→

 существуют, то оба они равны единице, причем если существует 

один, предел, то существует и другой. Это так называемый 

асимптотический закон распределения простых чисел, глобальное и 

важное утверждение. Лишь в 1896 году Ж. Адамар (1865-1963) и 

независимо от него Валле Пуссен (1866-1962) с помощью теории функций 

комплексного переменного доказали асимптотический закон 

распределения простых чисел. 

После этого сразу возникла проблема оценки разности )()( xLix −π  и 

Валле Пуссен в 1899 году доказал, что ).(=)()( xlogexxLix αδπ −−  Результат 

Валле-Пуссена впоследствии неоднократно улучшался. И.М. Виноградов 

(1891-1983) ввел в 1958 году в теорию чисео свои методы оценок 

тригонометрических сумм, которые позволили ему и его ученику Н.М. 

Коробову улучшить оценку Валле Пуссена: ),(=)()(
β

δπ xlogexxLix −−  при 

любой постоянной 0.6<β . В 2002 году Фордом [2] с помощью метода 

Виноградова [15][16] получен такой результат 

).(=)()(
0.2)(

5

3

)(
0.2098

xloglog

xlog

exxLix
−

− δπ  

В 1949 году А. Сельберг (1917-2007) и П. Эрдеш (1913-1996), 

основываясь на известных фактах теории чисел и лемме, открытой 

Сельбергом, доказали разными путями асимптотический закон 

распределеемя простых чисел, не используя теорию функций 

комплексного переменного. Это было сенсацией в математическом мире, 

так как существовало мнение, что эту фундаментальную теорему теории 

простых чисел нельзя доказать без теорем функций комплексного 

перменного, без результатов римана. Доказательство Сельберга изложено в 

[3]. 
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П.Л. Чебышев в свое мемуаре 1848 года показал, что функция 

Лежандра для аппроксимации )(xπ  на всем ряде натуральных чисел 

должна быть заменена на 
1−xln

x , которая наилучшим образом приближает 

)(xπ  среди выражений вида 
cx

x

−ln
. Кроме того в мемуаре Чебышева 

содержится замечательная теорема V, в которой утверждается, что если 

функция )(xπ  может быть выражена верно до количеств порядка 
nxlog

x

)(
 

включительно, то такое выражение для есть: 

nxlog

xn

xlog

x

xlog

x

)(

**...*2*1
...

)(

*2*1
2 +++ . 

Если принять во внимание, что ...,
)(

*1)(
...

)(

*2*1
=)( 2 +−+++

nxlog

xn

xlog

x

xlog

x
xLi  то 

становится ясно, что )(xLi  должна хорошо аппроксимировать )(xπ  на всем 

ряде натуральных чисел и это самая простая среди такого рода функция. 

Поэтому чтобы получить новые функции хорошо аппроксимирующие 

)(xπ надо осуществить соответствующие конструкции, привлекая и 

функцию )(xLi . Так действовали, например, Б. Риман (1826-1866) и С. 

Рамануджан (1887-1920) [4]. Известно, что Риман был знаком с мемуарами 

Чебышева по теории чисел [5]. 

Опишем конструкцию римана, приведшую его к знаменитой 

функции )(xR  удивительно хорошо аппроксимирующей )(xπ  особенно для 

значений 910 x . Исходя из эвристических положений Риман рассматривает 

функцию )(xΠ : 

...)(
3

1
)(

2

1
)(=)( 3

1

2

1

+++Π xxxx πππ . 

Затем с помощью формулы обращения Мебиуса получает выражение 

для )(xπ : 
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                                       ),(
)(

=)(
1

1=

m

m

x
m

m
x Π∑

∞ µπ                                           (2) 

где )(mµ  - функция Мебиуса. Наконец, в выражении (2) )(xΠ  заменяется на 

)(xLi  и получается приблизительное равенство: 

                   ...)(
6

1
)(

5

1
)(

3

1
)(

2

1
)()( 6

1

5

1

3

1

2

1

−+−−−≈ xLixLixLixLixLixπ              (3) 

Замену )(xΠ  на )(xLi  Риман обосновал с помощью равенства (4), 

которое в 1895 году было доказано Мангомдтом: 

                      
tlogtt

dt
logxLixLix

x 1)(
2)()(=)(

2 −
+−−Π ∫∑

∞
ρ

ρ
, 1,>x                  (4) 

где ρ  - нетривиальные нули дзета функции Римана. В равенстве (4) )(xLi - 

главное слагаемое, поэтому )()( xLix ≈Π , и тогда получаем из (2) 

приближенное равенство (3). В честь римана правую часть равенства (3) 

называют функцией Римана )(xR  : 

                                ....)(
3

1
)(

2

1
)(=)( 3

1

2

1

−−− xLixLixLixR                             (5) 

Таким образом, )()( xRx ≈π , )()( xRxLi ≈  и величина разности )()( xRx −π  

зависит от величины )()( xLix −π , т.е. от расположения нетривиальных 

нулей дзета функции Римана на комплексной плоскости. 

В пределах таблиц 410 2x  функция )(xR  лучше приближает )(xπ , чем 

)(xLi , причем в этом случае выполняются неравенства: 

)(>)( xxLi π  , |)()(|>|)()(| xRxxLix −− ππ  

и разность )()( xRx −π  частно меняет знак с увеличением x . В тоже время, 

как заметил Ингам(1900-1967) [6] на всем ряде натуральных чисел 

преимущества )(xR  перед )(xLi  в аппроксимации )(xπ  иллюзорны, 

вследствии осцилирующего вклада второго слагаемого в равенстве (4), т.е. 

вследствии вклада нетривиальных нулей дзета функции Римана. 

Тривиальные нули ρ  функции Римана есть все отрицательные 

четные числа 6,4,2, −−− ... , а нетривиальные нули βαρ i+=  все являются 
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комплексными числами, которые в комплексной плоскости находятся в 

полосе 1<<0 σ . Вмесете с нулем βαρ i+=  нулями дзета функции являются 

также числа ρ−1  и βαρ i+−− 1=1 . Поэтому все нули находятся на прямой 

2

1
=σ  или расположены парами симметрично относительно этой прямой. 

Риман предположил в своей знаменитой гипотезе, что все 

нетривиальные комплексные нули дзета функции имеют вид βρ i+
2

1
= . В 

настоящее время с помощью компьютеров вычислены биллионы 

нетривиальных нулей дзета функции Римана и все они подтверждают 

гипотезу Римана. 

Известно [6],[7],[8],[9], что если θ  – верхний передел вещественной 

части α  нетривиальных нулей βαρ i+=  дзета функции Римана, то 

выполняется асимптотическое равенство: 

                                       ).()(=)( xlogxOxLix θπ +                                        (6) 

Поэтому, если гипотеза Римана верна, то 
2

1
=θ  и получаем 

                                      ).()(=)( 2

1

xlogxOxLix +π                                    (7) 

Оценка (7) очень хороша, так как известно, что равенство (8) неверно 

при 0.5<θ : 

                                            ).()(=)( θπ xOxLix +                                         (8) 

В 1914 году Г. Харди(1877-1947) доказал, что бесконечно много 

нулей βαρ i+=  дзета функции имеет 
2

1
=α , но никому не удается доказать, 

что нет нетривиальных нулей с 
2

1≠σ  . 

Хотя в пределах существующих таблиц разность )()( xxLi π−  

положительна и быстро растет с увеличением x , но неожиданно Д. 

Литтлвуд(1885-1977) доказал в 1914 году, что разность )()( xxLi π−  с 

возрастанием x  бесконечное число раз меняет знак, принимая значения как 
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большие чем ε−0.5x , так и меньшие ε−0.5x  при любом 0>ε  [3]. Из результата 

Литтлвуда следует, что в асимптотическом равенстве (7) постоянную 
2

1  в 

показателе остаточного члена нельзя заменить на меньшую постоянную. 

Литтлвуду не удалось указать ни одного числа E  для которого 

)(>)( ELiEπ  и первую границу для существования этого числа в 

определенном интервале указал в 1955 Скьюз [10], доказав, что 

3<101010 Elogloglog . Число Скьюза невероятно велико и в 1966 году Леман 

[11] снизил верхнюю границу E  установив, что 1165101.65< ×E . В 1987 году 

Риэле [12] получил 370106.69< ×E  и в 2000 Бэйз и Хадсон [13] доказали 
316101.40< ×E . Итак верхняя граница для числа E  получена. Первая нижняя 

граница для E  установлена Гауссом: 3000000>E . В настоящее время 

известно, что 2010>E . В ближайшее время хотя бы одно E  вряд ли будет 

обнаружено, если наименьшее существующее число имеет порядок 30010  

или даже 15010 , то современным компьютерам для его обнаружения 

понадобится не один десясок лет работы. 

В 2006 году Т. Котик [14] предпринял в течении полугода 

численную проверку на отрезке ][2,1014  точности аппроксимации 

посредством трех функций )(
2

1
)(),( 2

1

xLixLixLi −  и функции Римана )(xR . Им 

получены интересные числовые и графические оценки, позволившие ему 

высказать следующие замечательные гипотезы. 

Гипотеза 1. Для всех 2≥x  выполняются неравенства: 

xxLix |<)()(| −π  

xxLixLix |<)(
2

1
)()(| +−π  xxRx |<)()(| −π  

Гипотеза 2. 

|)()(|<|)(
2

1
)()(|

22

duuLiuduuLiuLiu
xx

−+− ∫∫ ππ  для всех 2222>x  
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|)()(|<|)()(|
22

duuLiuduuRu
xx

−− ∫∫ ππ  для всех 4003>x  

Гипотеза 3. Для всех 2≥x  выполняются неравенства: 

0<)()(<
5

2

2

2
3

duuLiux
x

−− ∫π  

2
3

2

2
3

5

1
<)(

2

1
)()(<

5

1
xduuLiuLiux

x

+−− ∫π  

2
3

2 5

1
|<)()(|| xduuRu

x

−∫ π  

Гипотеза 1 фактически утверждает, что функция Римана не дает 

наилучшую оценку для разности |)()(| xLix −π , а оценка этой разности в 

гипотезе 1 наилучашая из возможных. 

Согласно гипотезе 2 получаем, что в среднем на всем ряде 

натуральных чисел функции )(
2

1
)( xLixLi −  и )(xR  лучше приближают )(xπ  

чем )(xLi . 

Эти гипотезы настолько важны, что их числовая проверка и 

уточнение для отрезков 1410>],,[ NNx  – одно из магистральных 

направлений, связанных с проблемой аппроксимации функции )(xπ  на 

всем ряде натуральных чисел. 

Используя преобразования, связанные с функцией мы можем 

конструировать бесконечно много функций хорошо аппроксимирующих 

для которых будут выполнятся гипотезы аналогичные предыдущим. 

Например, можно исследовать аппроксимации: 

)(
3

1
)(

2

1
)()( 3

1

xLixLixLix −−≈π  

)(
18

11
)()( xLixLix −≈π   

и так далее. 
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Принимая во внимание гипотезу 1, мы можем ожидать, что функция 

)()(
11

σxxLi −  будет хорошо аппроксимировать )(xπ  на всем ряде 

натуральных чисел при надлежащем выборе функции )(xσ . Мы выбираем 

)(xσ  в виде: 

xlg

e
x

2

2=)( +σ  

где 8459...2.71828182=e , xlg  логарифм по основанию 10 и получаем 

функцию )()(=)(
11

0
σxxLixS −  действительно хорошо аппроксимирующую в 

пределах таблицы, а если гипотеза 1 верна, то и на всем ряде натуральных 

чисел. Заметим, что в [18] содержится аналогичная аппроксимирующая 

функция )(xS . 
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Таблица значений некоторых функций, подсчитывающих количество 

простых чисел до заданного, и их разности 
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