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В статье используются известные понятия и обозначения теории бинарных отношений и теории групп, например, из источников [1-3]. В работах [4-5] рассматриваются частично упорядоченные множества и соответствующие им множества перестановок (нумераций), указывается алгоритм вычисления количества нумераций. Задача нахождения таких нумераций и определения их количества непосредственно связана с известной проблемой линейного упорядочивания множеств [6] и с близкими к этой проблеме вопросами [7-8].

Основным результатом статьи является теорема, обобщающая один из результатов С.С. Кислицына [5], из которой следует ещё один новый способ определения числа нумераций данного конечного частично упорядоченного множества.

Для строгости дальнейших рассуждений введём некоторые обозначения и понятия. Полагаем, что [image: image2.png]


 – множество натуральных чисел; [image: image4.png]


 при [image: image6.png]n€N



; [image: image8.png]p SNy XNy ={(i)Iij € Ny}



 – бинарное отношение [image: image10.png]


 на множестве [image: image12.png]


; [image: image14.png][p]



 – матрица бинарного отношения [image: image16.png]


 на множестве [image: image18.png]


, определяемая по правилу: [image: image20.png]


 при [image: image22.png]G €Ep



 и [image: image24.png]


 при [image: image26.png]Qe



; [image: image28.png]


 – симметрическая группа подстановок [image: image30.png]


-й степени; если [image: image32.png]w € S,



 и [image: image34.png](i) = b



 [image: image36.png](k€ N,)



, где [image: image38.png]


 и [image: image40.png]


 – перестановки символов из [image: image42.png]


, то пишем [image: image44.png]


; через [image: image46.png]


 обозначаем бинарное отношение на [image: image48.png]


, определяемое по правилу: [image: image50.png](,j) € “p



 тогда и только тогда, когда [image: image52.png](07 M0 @) €Ep



, в частности, [image: image54.png][“plij = [Plo—rt0—r(d



 при [image: image56.png]Lj €N,



.
Обозначим множество бинарных отношений на [image: image58.png]


 через [image: image60.png]


, а множество матриц размеров [image: image62.png]nXn



 и состоящих из нулей и единиц – через [image: image64.png]


. Ясно, что отображение [image: image66.png][1:Bn — My



, определённое по правилу [image: image68.png]p+ [p]



 для всех [image: image70.png]pEB,



, является биективным. При [image: image72.png]w € S,



 и [image: image74.png]A€M,



 через [image: image76.png]“A



 обозначаем матрицу, для которой [image: image78.png](“A)ij = Aur@w2()



 при [image: image80.png]Lj €N,



. Ясно, что группа [image: image82.png]


 действует на множестве [image: image84.png]


 по правилу [image: image86.png]A ©A



, причём [image: image88.png]“[p] = [“p]



 для всех [image: image90.png]w € S,



, [image: image92.png]pEB,



 и [image: image94.png]A€M,



.
Теперь введём некоторые новые понятия, необходимые для формулировки основного результата статьи. Пусть [image: image96.png]A€M,



 [image: image98.png](n€N)



 и [image: image100.png]Iy, e



 – попарно различные числа из [image: image102.png]


 [image: image104.png](keNuk<n)



. Матрицу, стоящую на пересечении строк и столбцов матрицы [image: image106.png]


 с номерами [image: image108.png]Iy, e



, обозначаем [image: image110.png][z, )i



 и называем блоком k-го порядка матрицы [image: image112.png]


 на рядах [image: image114.png]Iy, e



. Ясно, что если [image: image116.png]


, то [image: image118.png]


, т.е. [image: image120.png]([l bl a)se = Ay (5L € Ny)



. При [image: image122.png]l1<k<n



 блок [image: image124.png](n—k)



-го порядка на рядах отличных от [image: image126.png]Iy, e



 назовём дополнительным блоком к блоку [image: image128.png][z, )i



 и обозначим через [image: image130.png][z, )i



. Ясно, что при [image: image132.png]Na\fiz, - B} = e Jnsd



 имеем [image: image134.png]iz, il = (1 s jn-ila



. Блок [image: image136.png][z, )i



 назовём блоком с полными столбцами (строками), если при [image: image138.png]


 число единиц в [image: image140.png]


-ом столбце (в [image: image142.png]


-ой строке) матрицы [image: image144.png]


 равно числу единиц в [image: image146.png]


-ом столбце ([image: image148.png]


-ой строке) этого блока. Ясно, что блок [image: image150.png][1,..,n],=A



 имеет полные столбцы и строки. Оказывается, удобно ввести понятие "пустого блока" (блока нулевого порядка) и считать его блоком с полными столбцами и строками. Пустой блок и блок [image: image152.png]


 будем называть тривиальными блоками матрицы [image: image154.png]


.
Напоминаем, что бинарное отношение [image: image156.png]pEB,



 называется частичным порядком, если оно рефлексивно ([image: image158.png](,i) Ep VieN,



), транзитивно (из [image: image160.png]G)), Gl Ep



 следует [image: image162.png](k) €p VijkeN,



) и антисимметрично (из [image: image164.png]G, G0 €Ep



 следует [image: image166.png]


). Оказывается, что при выше определённом действии группы [image: image168.png]


 на [image: image170.png]


 каждое из этих трёх свойств сохраняется. В частности, [image: image172.png]


 – частичный порядок на [image: image174.png]


 тогда и только тогда, когда [image: image176.png]


 – частичный порядок на [image: image178.png]N, (w €S,)



. Имеют место утверждения 1-3, доказательство которых мы не приводим в силу их непосредственного следования из введённых выше определений.
Утверждение 1. Если блок [image: image180.png]


-го порядка матрицы из [image: image182.png]


 ([image: image184.png]nk €N



 и [image: image186.png]


) имеет полные столбцы (строки), то дополнительный к нему блок [image: image188.png](n—k)



-го порядка имеет полные строки (столбцы).

Утверждение 2. Пусть [image: image190.png]AEM, w€S,uk<n



, где [image: image192.png]nke€N.



 Если блок [image: image194.png](51, Sl



 имеет полные столбцы (строки), то блок [image: image196.png][w(sy), ..., 0(si)]



 тоже имеет полные столбцы (строки).
Утверждение 3. Пусть [image: image198.png]AEM,l<n



, где [image: image200.png]nl€EN



. Если [image: image202.png][s1,,sla=B



 – блок с полными столбцами (строками), то существует подстановка [image: image204.png]Y €Sa



 такая, что матрица [image: image206.png]YA



 представима в виде [image: image208.png]=[5 5l



 [image: image210.png](=[5 )



, где [image: image212.png]


 – дополнительный блок к блоку [image: image214.png]


 в [image: image216.png]


 и [image: image218.png]


 – нулевая матрица подходящих размеров.
Отметим, что [image: image220.png]


 получается так: возьмём наборы [image: image222.png]I,y



 и [image: image224.png]


, которые удовлетворяют условиям [image: image226.png]g, i} = {51, )81}



, где [image: image228.png]


, и [image: image230.png]U1 -sin1d = No\lsy, s 813



, где [image: image232.png]


, а затем положим [image: image234.png]y =

PR

1 ..

o)

)

1 1+1 ..



 [image: image236.png]


.
Далее, согласно [5] перестановку [image: image238.png]


 символов из [image: image240.png]


 называют нумерацией частичного упорядоченного множества [image: image242.png]


 с частичным порядком [image: image244.png]


, если из [image: image246.png]G €Ep



 следует [image: image248.png]


 для всех [image: image250.png]Lj €N,



. Число нумераций такого частично упорядочиваемого множества обозначают [image: image252.png]m(p)



. Понятно, что нумерацией этого частично упорядоченного множества также можно назвать подстановку [image: image254.png]


. Другими словами, подстановку [image: image256.png]w € S,



 назовём нумерацией для частичного порядка [image: image258.png]


 на [image: image260.png]


, если из [image: image262.png]G €Ep



 следует [image: image264.png]w(D) = w()



 для всех [image: image266.png]Lj €N,



. Имеет место
Утверждение 4. Пусть [image: image268.png]6BES,



 и [image: image270.png]


 – частичный порядок на [image: image272.png]


. Если [image: image274.png]


 является нумерацией для [image: image276.png]


, то [image: image278.png]


 является нумерацией для [image: image280.png]


.
Доказательство. Предположим, что для некоторых [image: image282.png]Lj €N,



 имеем [image: image284.png](,j) € Fp



, т.е. [image: image286.png][Pl =1



. Тогда [image: image288.png]= (fle),; = Ple06)



, т.е. [image: image290.png](B @.p*()e€p



. Так как [image: image292.png]


 – нумерация для [image: image294.png]


, то [image: image296.png](B (@) < a(B()



 и [image: image298.png](™)@ = (@B™)()



. Последнее и означает, что [image: image300.png]


 – нумерация для [image: image302.png]


.
Утверждение 5. Подстановка [image: image304.png]w € S,



 является нумерацией для частичного порядка [image: image306.png]pEB,



 тогда и только тогда, когда матрица [image: image308.png]“lp]



 имеет верхнетреугольный вид.

Доказательство. Допустим что [image: image310.png]


 – нумерация для [image: image312.png]


 и [image: image314.png](“IpD)y; = 1



, где [image: image316.png]Lj €N,



. Тогда [image: image318.png]


 и поэтому [image: image320.png](,j) € “p



. По утверждению 4 [image: image322.png]


 является нумерацией для [image: image324.png]


, а, значит, [image: image326.png]


. Следовательно, единицы матрицы [image: image328.png]“lp]



 не могут располагаться под главной диагональю, то есть [image: image330.png]“lp]



 – матрица верхнетреугольного вида.

Теперь докажем достаточность. Допустим, что [image: image332.png]“lp]



 имеет верхнетреугольный вид и [image: image334.png]G €Ep



 при [image: image336.png]Lj €N,



. Тогда [image: image338.png][plij = [Plo-2(wm).o (o) = (*IPDum.u)



, а значит [image: image340.png]w(D) = w()



, то есть [image: image342.png]


 – нумерация для [image: image344.png]


.

Утверждение 6. Пусть [image: image346.png]pEB,



 – частичный порядок и [image: image348.png][p]=A



. Тогда для любого блока [image: image350.png]


 [image: image352.png]


-го порядка [image: image354.png]


 матрицы [image: image356.png]


, имеющего полные столбцы или полные строки, бинарное отношение [image: image358.png]N € B



, для которого [image: image360.png]nl =B



, тоже является частичным порядком.

Доказательство. Пусть [image: image362.png]B = [iy,-




 – блок с полными столбцами. Согласно утверждению 3 существует перестановка [image: image364.png]


 такая, что [image: image366.png]ol=[g o



. Так как [image: image368.png]YIpl = [¥pl



 и [image: image370.png]


 – тоже частичный порядок на [image: image372.png]


, то на главной диагонали матрицы [image: image374.png][p]



 стоят единицы (рефлексивность) и недиагональные симметричные относительно неё элементы в произведении дают нуль (антисимметричность). Ясно, что тогда матрица [image: image376.png]


 тоже удовлетворяет этим условиям. Поэтому отношение [image: image378.png]


 на [image: image380.png]


 с матрицей [image: image382.png]nl =B



 является рефлексивным и антисимметричным. Далее, замечаем, что [image: image384.png]Bz =
ol =[5 gy



. Так как [image: image386.png]


 – транзитивное и рефлексивное отношение, то места расположения нулей у матриц [image: image388.png][p]



 и [image: image390.png][p]?



 одни и те же, а, значит, у матриц [image: image392.png]


 и [image: image394.png]


 также выполнено это условие. Поэтому [image: image396.png]


 – тоже транзитивное отношение, т.е., окончательно, [image: image398.png]


 – частичный порядок на [image: image400.png]


.
Аналогично доказывается в случае, когда [image: image402.png]


 – блок с полными строками. Утверждение доказано.

Отметим, что если [image: image404.png]


 – блок [image: image406.png]


-го порядка матрицы частичного порядка [image: image408.png]pEB,



, имеющий полные столбцы, то по утверждению 1 дополнительный блок [image: image410.png]


 [image: image412.png](n—k)



-го порядка имеет полные строки, причём по утверждению 6 существуют частичные порядки [image: image414.png]N € B



 и [image: image416.png]X € By



, матрицы которых соответственно равны [image: image418.png]


 и [image: image420.png]


. Имеет место
Утверждение 7. Пусть [image: image422.png]


 – частичный порядок на [image: image424.png]


, [image: image426.png][p]=A



, [image: image428.png]B = [iy,-




 – блок с полными столбцами, [image: image430.png]=D nada



 – дополнительный блок к [image: image432.png]


 в [image: image434.png]


, [image: image436.png]


, [image: image438.png]


, [image: image440.png]


 и [image: image442.png]


 – частичные порядки соответственно на [image: image444.png]


 и [image: image446.png]


 с матрицами [image: image448.png]


 и [image: image450.png]


. Если подстановка [image: image452.png]


 является нумерацией для [image: image454.png]


 и подстановка [image: image456.png]nfk)
€S,
Yo/



 – нумерацией для [image: image458.png]


, то подстановка [image: image460.png]ok
Yoxt

W ESs



 является нумерацией для [image: image462.png]


.
Доказательство. Пусть для некоторых [image: image464.png]s,tEN,



 имеем [image: image466.png](s, 0 €p



, т.е. [image: image468.png]


. Так как [image: image470.png]


, то рассмотрим случаи:

1) [image: image472.png]


;
2) [image: image474.png]S, € {1, Jni)



;
3) [image: image476.png]s € {iy, ., i)



 и [image: image478.png]t € { e i



;
4) [image: image480.png]S € {1 Jnicd



 и [image: image482.png]t€ {iy, .., i}



.
В случае 1) найдутся [image: image484.png]u,v € N,



 такие, что [image: image486.png]


 и [image: image488.png]


. Тогда [image: image490.png]Buy = Mluy




. Но [image: image492.png]


 – нумерация для [image: image494.png]


, поэтому [image: image496.png]a(u) < a(v)



 и [image: image498.png]=



, т.е. [image: image500.png]o(s) = w(iy) < () = o®)



.
В случае 2) найдём [image: image502.png]u,v € Ny



, для которых [image: image504.png]


 и [image: image506.png]


. Тогда [image: image508.png]


. Т.к. [image: image510.png]


 – нумерация для [image: image512.png]


, то [image: image514.png]B(w =B



 и [image: image516.png]Yu

Vv



. Откуда получаем [image: image518.png](s) = () = 0() = o®)



.

В случае 3) при [image: image520.png]s € {iy, ., i)



 имеем [image: image522.png]w(s) €{1,...,k}



, а при [image: image524.png]t € { e i



 имеем [image: image526.png]ot ek+1,..,n}



, то есть, как и в случаях 1) и 2) получаем [image: image528.png]w(s) < w(t)



.

Оказывается, последний случай 4), когда [image: image530.png]s € {iy, .., ]



 и [image: image532.png]t€ {iy, .., i}



 ввиду [image: image534.png]


 невозможен, т.к. все единицы в столбце под номером [image: image536.png]


 в матрице [image: image538.png]


 в силу полноты столбцов блока [image: image540.png]


 могут располагаться только на местах [image: image542.png]Iy, e



, а не на месте [image: image544.png]


. Утверждение доказано.

Основным результатом статьи является следующая

Теорема. Пусть [image: image546.png]


 – отношение частичного порядка на множестве [image: image548.png]N,m€ENunz=2)



; [image: image550.png]


 – все блоки [image: image552.png]


-го порядка [image: image554.png](kre Nuk <n)



 матрицы [image: image556.png][p]



, имеющие полные столбцы, и [image: image558.png]


 – их соответствующие дополнения. Если [image: image560.png]


 и [image: image562.png]


 – отношения частичных порядков соответственно на множествах [image: image564.png]


 и [image: image566.png]


 такие, что [image: image568.png][ne = B,



 и [image: image570.png][xe] = Be



 при [image: image572.png]t €N,



, то
	[image: image573.png]m(e) = ). m() - MG




	(1)


Прежде, чем перейти к доказательству теоремы, сделаем некоторые замечания к её формулировке.
В формулировке теоремы условие полноты столбцов для блоков [image: image575.png]


 в силу утверждения 1 можно заменить на условие полноты их строк.
Существование для любого [image: image577.png]k€N



 и [image: image579.png]k<n



 хотя бы одного блока [image: image581.png]


-го порядка матрицы [image: image583.png][p]



 с полными столбцами будет показано в начале доказательства теоремы.
Существование отношений частичного порядка [image: image585.png]Nt



 на [image: image587.png]


 и [image: image589.png]


 на [image: image591.png]


, для которых [image: image593.png][ne = B,



 и [image: image595.png][xe] = Be



 [image: image597.png](teN,)



 следует из рассуждений, проведённых перед формулировкой утверждения 7.
Если использовать ранее введённое понятие "пустого блока" (блока нулевого порядка), считая, что он имеет полные столбцы и полные строки, а также число нумераций соответствующего ему частичного порядка равно 1, то в формулировке теоремы очевидно можно было бы снять ограничения [image: image599.png]


 и [image: image601.png]k<n



 (просто положить, что [image: image603.png]nk €N



 и [image: image605.png]


).
Доказательство теоремы. Так как [image: image607.png]


 – частичный порядок на [image: image609.png]


, то по известной теореме [2, теорема 4, стр. 49] существует нумерация [image: image611.png]w € S,



 для [image: image613.png]


. Согласно утверждению 5, матрица [image: image615.png]“lp]



 имеет верхнетреугольный вид. Блок матрицы [image: image617.png]“[p] = [“p]



, стоящий на рядах [image: image619.png]


, имеет полные столбцы, а значит блок [image: image621.png]B =[w(),... 0 ®]a



 матрицы [image: image623.png]


 согласно утверждению 2 тоже имеет полные столбцы. Мы показали, что матрица [image: image625.png][p]



 имеет блок [image: image627.png]


-го порядка с полными столбцами, что и аргументирует ранее сделанное замечание 2. Продолжаем свои рассуждения относительно произвольной нумерации [image: image629.png]


 для [image: image631.png]


. Пусть [image: image633.png]


 – дополнительный блок к [image: image635.png]


 в [image: image637.png]


. Ясно, что [image: image639.png]B = [0 (k+1),..,0 (n)]4



. Согласно замечанию 3 существуют частичные порядки [image: image641.png]


 и [image: image643.png]


 соответственно на [image: image645.png]


 и на [image: image647.png]


 такие, что [image: image649.png]nl =B



 и [image: image651.png]


. Далее, существуют такие перестановки [image: image653.png]X3 o Xic



 символов из [image: image655.png]


 и [image: image657.png]V3o

Y-k



 символов из [image: image659.png]


, что [image: image661.png]w1
)
) < - < wTi(
%)



 и [image: image663.png]W™ (y;

k) <<

W™
Gz +1)



. Теперь положим [image: image665.png]0™ (%) =




 при [image: image667.png]s € Ny



 и [image: image669.png]A
e+ K)




 при [image: image671.png]t €N,



. Тогда [image: image673.png]B = [iy,-




 и [image: image675.png]=D nada



. В силу того, что [image: image677.png]w(is) = %,



 и [image: image679.png]


 [image: image681.png](s € Nt €N, y)



 имеем [image: image683.png]Xy

ko
X yitk

Jn-k
Yok

)



. Такая запись нумерации для [image: image685.png]


 совпадает с записью в формулировке утверждения 7. Покажем, что подстановки [image: image687.png]


 и [image: image689.png]nfk)
€S,
Yo/



 являются нумерациями для [image: image691.png]


 и для [image: image693.png]


 соответственно. Действительно, если [image: image695.png](P9 €n



, где [image: image697.png]


, то в силу [image: image699.png][l =B =[i}, . ix]a



 имеем [image: image701.png]


 (учитываем, что [image: image703.png]


), а, значит, [image: image705.png](ip.iq) € p



. Но [image: image707.png]


 – нумерация для [image: image709.png]


, поэтому [image: image711.png](ip) = w(iy)



, т.е. [image: image713.png]


 и [image: image715.png]a(p) < a(Q)



. Это и означает, что [image: image717.png]


 – нумерация для [image: image719.png]


. Аналогично показывается, что [image: image721.png]


 – нумерация для [image: image723.png]


.
Итак, мы показали, что для любой нумерации [image: image725.png]


 частичного порядка [image: image727.png]


 найдётся такой блок [image: image729.png]


-го порядка [image: image731.png]


 с полными столбцами, что [image: image733.png]


 может быть "собрана" по правилу из утверждения 7 с помощью некоторой нумерации [image: image735.png]


 для [image: image737.png]


, где [image: image739.png]nl =B



, и некоторой нумерации [image: image741.png]


 для [image: image743.png]


, где [image: image745.png]


.

Далее, по условию имеем [image: image747.png]


 частичных порядков [image: image749.png]N1 - e



 на [image: image751.png]


 и [image: image753.png]


 частичных порядков [image: image755.png]


 на [image: image757.png]


, у которых [image: image759.png][ne = B,



 и [image: image761.png][xe] = Be



. Согласно утверждению 7, для каждой пары [image: image763.png](Mo, xe)



, где [image: image765.png]t €N,



, с помощью произвольной нумерации [image: image767.png]


 для [image: image769.png]Nt



 и произвольной нумерации [image: image771.png]


 для [image: image773.png]


 мы можем "собрать" нумерацию [image: image775.png]


 для [image: image777.png]


, причём для различных пар [image: image779.png](o, B)



 по указанному в утверждении 7 правилу "собираются" различные нумерации [image: image781.png]


. Это означает, что для каждой пары [image: image783.png](Mo, xe)



 при [image: image785.png]t €N,



 мы можем "собрать" по указанному правилу ровно [image: image787.png]m(n) - m(xe)



 различных нумераций. Замечаем, что "собирание" нумераций [image: image789.png]


 и [image: image791.png]


 с помощью различных пар нумераций [image: image793.png](o, B



 и [image: image795.png](o, Be)



, где [image: image797.png]


 – нумерация для [image: image799.png]Ns



, [image: image801.png]Bs



 – нумерация для [image: image803.png]


 и [image: image805.png]


 – нумерация для [image: image807.png]Nt



, [image: image809.png]Be



 – нумерация для [image: image811.png]


 при [image: image813.png]s #t



 [image: image815.png](steN,)



, тоже будут различными. Это связано с тем, что набор номеров рядов [image: image817.png]wot
(1
), ey 03 (K)



, на которых стоит блок [image: image819.png]


, отличается от набора номеров рядов [image: image821.png]oy (
1),..
., g (K)



, на которых стоит блок [image: image823.png]


.
Таким образом, "собрать" нумерации для [image: image825.png]


 с помощью нумераций, соответствующим всем парам [image: image827.png](Mo, xe)



 при [image: image829.png]t €N,



, по правилу из утверждения 7 мы можем [image: image831.png]m = Y-y m(ny) - m(xe)



 способами, причём "собираемые" нами нумерации будут попарно различными. Откуда следует, что [image: image833.png]m(p) = m



. С другой стороны, мы показали, что всякая нумерация для [image: image835.png]


 может быть "собрана" указанным способом с помощью конкретных нумераций, соответствующих какой-то конкретной паре [image: image837.png](Mo, xe)



. Это означает, что [image: image839.png]m(p) <m



. Поэтому, окончательно получаем, что [image: image841.png]m(p) = m



. Теорема доказана.

В статье Кислицына С. С. [5] приводится формула, позволяющая находить число нумераций частично упорядоченного множества [image: image843.png]X,p)



 ([image: image845.png]


 – некоторый частичный порядок на конечном множестве [image: image847.png]


):

	[image: image848.png]m= ) mx\9)
K




	(2)


где [image: image850.png]


 – множество минимальных элементов в [image: image852.png]


, [image: image854.png]


 и [image: image856.png]m(X\x)



 – в наших терминах число нумераций частичного порядка [image: image858.png]


 на [image: image860.png]


 и число нумераций ограничения частичного порядка [image: image862.png]


 на [image: image864.png]X\



. Ясно, что при [image: image866.png]


 мы получаем эту формулу из теоремы при [image: image868.png]


. Аналогичная двойственная формула, упоминаемая в [5], вида

	[image: image869.png]m= ) mX\)
*EXmax




	(3)


где [image: image871.png]


 – множество максимальных элементов в [image: image873.png]


, следует из доказанной теоремы при [image: image875.png]


.

Таким образом, теорема обобщает указанные формулы (2) и (3) из [5]. Скажем несколько слов о возможных обозначениях числа частично упорядоченного множества [image: image877.png]X,p)



. В [5] используется обозначение [image: image879.png]


, хотя понятно, что строже было бы обозначение, например, [image: image881.png]m(X,p)



. У нас в работе [image: image883.png]


 – это одно из множеств [image: image885.png]


 для некоторых [image: image887.png]leN



. На этом множестве [image: image889.png]


 может быть определён и другой частичный порядок, например [image: image891.png]


. Тогда имеем два частично упорядоченных множества [image: image893.png](Ny,p)



 и [image: image895.png](N, ¥)



, различающиеся не основным множеством [image: image897.png]


, а [image: image899.png]


 и [image: image901.png]


. Вот почему, по-видимому, обозначения [image: image903.png]m(p)



 и [image: image905.png]m ()



 для числа нумераций этих частично упорядоченных множеств являются более строгими (хотя не обязательно более удобными). С учётом определённости вида множества [image: image907.png]


 можно ввести ещё одно удобное обозначение числа нумераций частично упорядоченного множества [image: image909.png](Ny,p)



 – это [image: image911.png]m(A)



, где [image: image913.png]


 – матрица отношения [image: image915.png]


. Используя такое обозначение, мы можем переформулировать доказанную выше теорему более кратко.
Теорема (вторая формулировка). Пусть [image: image917.png]


 – частичный порядок на [image: image919.png]


 с матрицей [image: image921.png]


 [image: image923.png](meENwun=2)



; [image: image925.png]


 – все блоки [image: image927.png]


-го порядка [image: image929.png](kre Nuk <n)



 матрицы [image: image931.png]


 с полными столбцами и [image: image933.png]


 – их соответствующие дополнения. Тогда
	[image: image934.png]M@ = ) m(B)- m(B)




	(4)


В работе [5], также как и в нашей работе, используются различные обозначения для числа нумераций. Например, для числа нумераций частично упорядоченного множества – обозначения с изображением его диаграммы.

В заключение отметим, что теорема во второй формулировке достаточно легко позволяет с использованием формулы (4) построить алгоритм расчёта числа [image: image936.png]m(A)



, где [image: image938.png]


 – матрица некоторого частичного порядка на [image: image940.png]


. Используя такой алгоритм, нам до доказательства теоремы удалось компьютерно проверить истинность соответствующей гипотезы при [image: image942.png]


.
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