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В статье исследуется многокритериальная задача, возникающая при организации маршрутов в крупномасштабных системах управления транспортом. В качестве математического инстру​мента для по​строения модели используются пред​фрактальные графы. Предфрактальные графы есте​ственным образом отражают структуру устройства связей транспортной системы, отражая ее важные особенности – локальность и дифференциацию. Локальность обеспечивается созданием внутрен​них маршрутов (городских, внутрирайонных и т.д.). Под дифференциацией понимается разделе​ние маршрутов на внутрирегиональные, межреги​ональные и международные. Поставленная задача сводится к покрытию пред​фрактальных графов простыми пересекающимися по ребрам и вершинам цепями. На множестве всех допустимых покрытий строится векторно-целевая функция с определенными критериями. В поня​тиях транспортной системы приведенные крите​рии имеют конкретную содержательную интерпре​тацию, позволяющие спроектировать транспорт​ные маршруты учитывая особенности системы. 
В статье построены полиномиальные алгоритмы для нахождения оптимальных по определенным критериям решения. По критериям не оптимизи​рующим выделенные маршруты приводятся их оценки нижних и верхних границ. По всем приве​денным алгоритмам построены и обоснованы оценки вычислительной сложности, подтверждаю​щие преимущество использования методов пред​фрактальных и фрактальных графов перед клас​сическими методами теории графов
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This article explores the multicriteria problems arise in the organization of routes in large-scale transport manage​ment system. As a mathematical tool for con​structing a model, we were using the prefractal graphs. Pre​fractal graphs naturally reflect structure of the device of communications of transport system, reflecting its important features – locality and differentiation. Local​ity is provided with creation of internal routes (city, raionwide, etc.). Differentiation is understood as divi​sion of routes on intra regional, interregional and inter​national. The objective is reduced to a covering of prefractal graphs by the simple paths which are crossed on edges and nodes. On the set of feasible solutions, vector cri​terion function with certain criteria is based. In con​cepts of transport system, the given criteria have con​crete substantial interpretation, the transport routes al​lowing to design considering features of system.
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При проектировании инфраструктуры транспортной системы [3,4] одной из актуальных проблем является задача организации сети пассажирского или грузового транспорта. В процессе проектирования транспортной сети, маршруты перевозок следует находить «особым» образом, учитывая экономические и общественные требования предъявляемые к системе. В качестве модели карты дорог некоторого промышленного объекта, населенного пункта, района или города рационально использовать граф [2]. В этом графе вершинам соответствуют узлы транспортной системы (промышленные объекты, склады, остановки, перекрестки и т.д). Ребрам графа соответствуют отрезки дорог, соединяющих перечисленные узлы транспортной системы.
Рассмотрим сеть дорог в определенном порядке, начиная с масштаба страны и заканчивая определенным населенным пунктом, каждый раз под​ключая дороги рассматриваемого уровня (масштаба). В масштабе страны будем рассматривать дороги связывающие округа. Далее, в масштабе округа рассмотрим сеть дорог соединяющих субъекты округа (области, респуб​лики, края). В масштабе субъектов округа рассмотрим сеть дорог связыва​ющих определенные районы выбранного округа. Аналогично, при рас​смотрении транспортной сети в масштабе района нас интересуют только до​роги соединяющие населенные пункты этого района. Процесс рассмотрения сети дорог в таком порядке напоминает траекторию построения фракталь​ных и предфрактальных графов.
Моделью такого рода карты дорог со свойством самоподобия [1] состоящей из “большого” числа составных частей является предфрактальный граф, в общем случае порожденный множеством затравок.

Как в случае, когда в качестве модели схемы дорог применяется “обычный” граф, так и при использовании предфрактального графа, при ис​следовании сетей пассажирского или грузового транспорта возникает за​дача построения системы транспортных маршрутов некоторого специаль​ного вида, позволяющей попасть из любого узла транспортной системы в любой другой при ограничениях накладываемых на время, длину пути, число пересадок и т.д.

В данной статье предложено формальное описание этой задачи в тер​минах теории графов [2] и многокритериальной дискретной оптимизации [5-7,10,12,14,15]. 
Покрытие [5-8,16] предфрактального графа состоящее из цепей, берется в качестве всей системы транспортных маршрутов. Необходимые требования и ограничения, налагаемые на систему маршрутов отражают критерии векторно-целевой функции [5].
Необходимые определения

Оговорим заранее, что недостающие определения теории графов, предфрактальные и фрактальных графов можно найти в работах [2], [1].

Затравкой назовем связный n-вершинный граф  [image: image2.png]H=W,Q)



, где W-множество вершин, а Q –множество ребер.
Предфрактальный граф будем обозначать через [image: image4.png]G, = (Vi,Ep)



, где [image: image6.png]


- множество вершин графа, а [image: image8.png]


-множество ребер. Определим его поэтапно, где в построенном на предыдущем этапе графе [image: image10.png]G, = (V,E)),



 [image: image12.png]


 заменяя каждый раз его вершину затравкой [image: image14.png]H=W,Q)



. Ребрами ранга l  предфрактального графа [image: image16.png]


, назовем ребра, появившиеся на l-ом [image: image18.png]{1,2,..,1}



 этапе порождения.
Предфрактальный граф [image: image20.png]G, = (Vi,Ep)



 назовем (n,L)-графом, если за​травкой этого графа является полный n-вершинный граф.

Предфрактальный граф [image: image22.png]G, = (Vi,Ep)



 является взвешенным, если каж​дому его ребру [image: image24.png]el =E,



 поставлено в соответствие число [image: image26.png]w(e®) € (8'2a,6"1b)



, где  [image: image28.png]


 - ранг ребра, a>0 и [image: image30.png]6 <=
b



. В понятиях транспорт​ной системы под весом понимается расстояние между объектами или за​траты, связанные с транспортировкой.
Постановка задачи

Пусть дан взвешенный предфрактальный граф [image: image32.png]G, = (Vi,Ep)



 порож​денный затравкой [image: image34.png]H=W,Q)



, где |W|=n, |Q|=q.

Покрытием  графа [image: image36.png]


 назовем подграф [image: image38.png]


, [image: image40.png]


, постро​енный из множества простых цепей 
[image: image41.wmf]}
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, где между двумя любыми вершинами из покрытия имеется простая цепь. Множество всех по​крытий x обозначим через X. Покрытие [image: image43.png]


 - связный подграф графа [image: image45.png]


. Покрытие состоит из простых цепей, пересекающихся по вершинам либо ребрам. 
Максимальной назовем кратчайшую цепь, не являющуюся подцепью никакой другой кратчайшей цепи [9,13,16].
В предфрактальном графе [image: image47.png]


 простую цепь будем называть i-смешанной цепью  [image: image49.png]


, если она содержит ребра i различных рангов.

На множестве покрытий [image: image51.png]x €X



 графа [image: image53.png]G, = (Vi,Ep)



 определим век​торно-целевые функции:
	[image: image54.png]F(X) = {F(x) = (F,(x),F,(x),F;(x),F,(x),Fs(x)),x € X}




	(1)

	[image: image55.png]F(x) = z w(e) —»min

ey




	(2)


где [image: image57.png]Yiecs, W(€)



 – общий вес покрытия x;
	[image: image58.png]F,(x) = min w((,) — max

e





	(3)


где [image: image60.png]


 – максимальна цепь, [image: image62.png]Jue



, из покрытия [image: image64.png]


, а [image: image66.png]w(Cy)



 – ее длина (суммарный вес ребер цепи).
	[image: image67.png]F3(x) = N(x) = min




	(4)


где N(x) – число всех максимальных цепей в покрытии x;
	[image: image68.png]F,(x) =i — min




	(5)


для всякой смешенной цепи [image: image70.png]


 из покрытия x.
	[image: image72.png]Fs(x) = |p,(w,v) — pg, (u,v)| = min



 
	(6)


где для любых вершин [image: image74.png]u,v € G,



 графа [image: image76.png]o, (1, v)



 – расстояние в покры​тии 
[image: image77.wmf]x

, а [image: image79.png]pe, W, v)



 – расстояние на графе [image: image81.png]


;

Все покрытия {x} предфрактального графа [image: image83.png]


 образуют множество допустимых решений [image: image85.png]X =X(G) ={x}



  векторно-целевой функции (1) – (6).

В понятиях транспортных систем приведенные критерии векторно-целевой функции (1) имеют определенную содержательную интерпрета​цию.

Весам ребер предфрактального графа [image: image87.png]


, могут соответствовать опре​деленные затраты и ограничения при движении транспорта по узлам транс​портной системы. Критерий (2) учитывает затраты пассажиров и админи​страции транспортной системы. При эксплуатации расходы должны быть минимальны.

Критерий (3) отражает нахождение маршрутов пассажирского транс​порта с наибольшим количеством узлов на своем пути. Оптимальным для этого критерия является покрытие содержащее максимальные цепи. 
Чтобы доехать до нужного узла транспортной системы с наименьшим числом пересадок, необходимо уменьшить общее количество маршрутов в системе. На это направлен критерий (4).

Важными особенностями транспортной системы считаются локаль​ность и дифференциация ее маршрутов. Внутрирегиональными (город​скими, внутрирайонными) должны быть транспортные маршруты меньшей длины и меньшего веса, тем самым обеспечивая локальность. Таким обра​зом упрощается процесс администрирования транспортной системой на определенном уровне (района, города и т.д.). Межрегиональными являются маршруты более длинные и с большим весом. Под дифференциацией пони​мается разделение маршрутов по их функциям на межрегиональные и внут​рирегиональные. При пересечении  внутрирегиональности и межрегиональ​ности может произойти  нарушение дифференциации, т.е. ухудшение в функциональности маршрута. За недопущение таких ситуаций в работе транспортной системы в векторно-целевой функции (1) отвечает критерий (5). Смешанная цепь [image: image89.png]


 есть модель маршрута сочетающая в себе обе функ​ции – внутрирегиональную и межрегиональную. Так как ее старые ребра соединяют блоки и подграф-затравки предфрактального графа [image: image91.png]


, которые и соответствуют картам дорог районов, городов и т.д.

При эксплуатации транспортной системы часто требуется добраться до конечного пункта с наименьшим количеством остановок. Критерий (6) отражает эти требования к построению таких маршрутов.

Алгоритм [image: image93.png]


 построения остовного дерева минимального веса

Рассмотрим взвешенный предфрактальный граф [image: image95.png]G, = (Vi,Ep)



, с за​травкой [image: image97.png]H=W,Q)



, где |W|=n, |Q|=q. Алгоритм [image: image99.png]


 находит на графе [image: image101.png]


 остовное дерево [image: image103.png]T =(V,Er)



 минимального веса [1].

Опишем, вкратце, суть работы алгоритма. Рассмотрим отдельно каж​дую подграф-затравку [image: image105.png]@



, [image: image107.png]


, [image: image109.png]


 из множества [image: image111.png]Z(Gy)



. Пооче​редно на каждой из  [image: image113.png]


 подграф-затравке строится остовное дерево мини​мального веса [image: image115.png]n— y®©
TO = (v S E )



. Поиск остовного дерева минимального веса отдельно взятой подграф-затравки находится алгоритмом Прима [2]. Алгоритм Прима применяется в алгоритме [image: image117.png]


 в качестве процедуры. Нахож​дения остовных деревьев минимального веса всех подграф-затравок [image: image119.png]@



 позволяет построить остовное дерево минимального веса предфрактального графа [image: image121.png]


.

Для каждого ребра предфрактального графа определен свой “иденти​фицирующий” номер, однозначно определяющий ребро во всей траектории. В случае необходимости по номеру можно определить принадлежность под​граф-затравке и к какому блоку относится выделенное ребро. Таким обра​зом, построение остовного дерева минимального веса для подграф-затравки [image: image123.png]@



 есть выделение множества ребер на предфрактальном  графе [image: image125.png]


.

АЛГОРИТМ [image: image127.png]



Вход: взвешенный предфрактальный граф [image: image129.png]G, = (Vi,Ep)



.

Выход: Остовное дерево минимального веса  [image: image131.png]T =(V,Er)



.

Шаг 1. Для предфрактального графа [image: image133.png]


 построить множество под​граф-затравок [image: image135.png]Z(G) =z}



, [image: image137.png]


, [image: image139.png]


. Пронумеровать все ребра предфрактального графа [image: image141.png]


 в соответствии с построенным множеством [image: image143.png]Z(Gy)



.

Шаг 2. Используя алгоритм Прима, последовательно на всех затрав​ках [image: image145.png]@



,[image: image147.png]


, [image: image149.png]


 из множества [image: image151.png]Z(Gy)



, выделить остовные деревья ми​нимального веса [image: image153.png]


, [image: image155.png]


, [image: image157.png]


 .

Шаг 3. В результате работы шага 2 получается множество из [image: image159.png]


 остовных деревьев минимального веса [image: image161.png]r® = (7, E,0)



, [image: image163.png]


, [image: image165.png]


. Этим множеством и определяется остовное дерево минимального веса [image: image167.png]T =(V,Er)



. ◄

Теорема 1. На предфрактальном (n,L)-графе [image: image169.png]G, = (Vi,Ep)



  алгоритм [image: image171.png]B,



 выделяет остовное дерево минимального веса [image: image173.png]T =(V,Er)



 порожден​ного затравкой [image: image175.png]H=W,Q)



, где [image: image177.png]124




, [image: image179.png]


. Вычислительная сложность алгоритма равна [image: image181.png]O(Nn?)



.
Доказательство. Для выполнения шага 2 требуется [image: image183.png]0(n?)



 операций на каждой подграф-затравке. На всех подграф-затравках будет выполнено [image: image185.png]kO(n?)



 операций, где [image: image187.png]


.

Тогда, [image: image189.png]00kn?) = 0 (=2 n?) = 00 - n?) = O(Nm?)




.◄

Примечание 1. Вычислительной сложностью алгоритма [image: image191.png]B,



 на пред​фрактальном графе [image: image193.png]


 в сравнении с вычислительной сложностью алго​ритма Прима оценивается неравенством [image: image195.png]O(Nn?) < O(N?)



. Вычислительная сложности алгоритма Прима в [image: image197.png]


 раз больше вычислительной сложности алгоритма [image: image199.png]B,



 ◄

Теорема 2. Алгоритм [image: image201.png]B,



  на предфрактальном (n,L)-графе [image: image203.png]G, = (Vi,Ep)



, с затравкой [image: image205.png]H=W,Q)



, где [image: image207.png]124




, [image: image209.png]


 строит остов​ное дерево минимального веса  [image: image211.png]T =(V,Er)



.
Доказательство. Алгоритм [image: image213.png]B,



  на предфрактальном графе [image: image215.png]


 строит множество остовных деревьев минимального веса [image: image217.png]{r." = v B



}, [image: image219.png]


, [image: image221.png]


. Докажем, что множество [image: image223.png]{r."



 образует остовное дерево мини​мального веса [image: image225.png]T =(V,Er)



. предфрактального графа [image: image227.png]


. 

Выделенные на подграф-затравках [image: image229.png]z, (L)



 остовные деревья [image: image231.png]


, [image: image233.png]


, образуют остовный лес на [image: image235.png]


 связных компонентах, блоках [image: image237.png]


 предфрактального графа [image: image239.png]


.
Далее, остовное дерево 
[image: image240.wmf])

1

(

-

L

s

T

, [image: image242.png]s=1,nt2



 выделенные на подграф-за​травках [image: image244.png]el



, образуют [image: image246.png]


 связных компонент, т.е. блоков [image: image248.png]{8,



, а их ко​личество равно [image: image250.png]


. 

Продолжая аналогичный процесс получим, что остовные деревья вы​деленные на подграф-затравках [image: image252.png](2)



 вместе с раннее найденными остовными деревьями образуют n связных компонент. Каждая компонента связности будет представлять остовное дерево блока [image: image254.png]


. На последнем этапе остовное дерево подграф-затравки [image: image256.png](1



 связывает n компонент покрытия предфрактального графа [image: image258.png]


 в остовное дерево [image: image260.png]T =(V,Er)



. предфракталь​ного графа [image: image262.png]


.

Согласно определению взвешиванного предфрактального графа, вес всякого ребра [image: image264.png](1-1



 -го ранга [image: image266.png]


, меньше веса любого ребра l-го ранга. Следовательно, выделение остовного дерева минимального веса на под​граф-затравках [image: image268.png](@)



 достаточно для получения остовного дерева минималь​ного веса предфрактального графа [image: image270.png]


.

В результате работы алгоритма [image: image272.png]B,



, полученный связный остовный подграф [image: image274.png]T =(V,Er)



, в силу построения им остовного дерева минимального веса [image: image276.png]


), [image: image278.png]


, [image: image280.png]


, представляет собой остовное дерево минимального веса [image: image282.png]T =(V,Er)



 предфрактального графа [image: image284.png]


. ◄

Алгоритмом [image: image286.png]B,



  строит остовное дерево минимально веса  [image: image288.png]T =(V,Er)



 на предфрактальном графе, которое является допустимым реше​нием [image: image290.png](V,Er)EX



. Допустимое решение [image: image292.png]


 оптимизирует крите​рий (2), [image: image294.png]Fi(x;) = min,ex F; (%)



, векторно-целевой функции  (1) – (6).

Для остальных критериев (3) – (6) оптимальность покрытия [image: image296.png]


 не оче​видна. Построим для некоторых из этих критериев оценки [5].

Для критерия (6) оценим верхнюю границу значений функции [image: image298.png]Fs(x;)



 используя наибольшую цепь [image: image300.png]maxg, ;MaX, yey, Px, (U, V)



 среди всех возможных по​крытий {[image: image302.png]


 }.

Для каждого 
[image: image303.wmf]n

-вершинного графа G=(V,E) среди множества всех его остовных деревьев [image: image305.png](T =(V,Ep)}



 остовное дерево с наибольшей диамет​рально цепью есть гамильтонова цепь [2]. Длина гамильтоной цепи равна n-1 [2]. Если рассмотреть предфрактальный граф [image: image307.png]


 порожденный n-вершинной затравкой H, то длина его гамильтоновой цепи будет равна  [image: image309.png]


. Концевые вершины гамильтоновой цепи могут быть смежными, поэтому длина гамильтоновой цепи предфрактального графа с вычетом единицы яв​ляется верхней границей оценки, [image: image311.png]maxg, ) MaX, yey, Px, W, V) — 1



, по кри​терию (6) векторно-целевой функции (1) – (6).

Пусть предфрактальный граф [image: image313.png]


 порожден затравкой H являющейся деревом. Тогда предфрактальный граф является деревом и между любой па​рой его вершин существует единственная цепь. В этом случае, на предфрак​тальном дереве [image: image315.png]


 алгоритм [image: image317.png]B,



  выделит покрытие [image: image319.png]


, которое совпадает с предфрактальным графом [image: image321.png]


. Тогда нижняя граница оценки по критерию (6) векторно-целевой функции (1) – (6) будет равна нулю.

Лемма 1. Если покрытие [image: image323.png]


 выделяемое алгоритмом [image: image325.png]B,



 на предфрактальном 
[image: image326.wmf])

,

(

L

n

-графе [image: image328.png]G, = (Vi,Ep)



, совпадает с гамильто​новой цепью этого предфрактального графа, тогда [image: image330.png]


 является оптималь​ным по критериям [image: image332.png]F;(x)



 и [image: image334.png]F3(x)



: [image: image336.png]F?(x;) = min, 4 F, (x)



, [image: image338.png]F2(x;) = min, .y F;(X)



.

Очевидно, дерево [image: image340.png]


, с двумя висячими вершинами [2], является гамильтоновой цепью. Если у предфрактального графа [image: image342.png]


 покры​тие [image: image344.png]


 совпадает с его гамильтоновой цепью, тогда [image: image346.png]N(x))=1



. Из этого сле​дует, что [image: image348.png]N(x)=1



 - нижняя граница оценки по критерию (4). 

Количество максимальных цепей N(D) любого дерева D определяется числом его висячих вершин, [image: image350.png]N(D) =z ="¢



, где m – число висячих вершин дерева D. Звезда [image: image352.png]


, являющаяся деревом, имеет наибольшее число висячих вершин. У звезды число максимальных цепей равно [image: image354.png]— (n-1)(n-2)
N(Ky,) = 2y = &0




. В покрытии [image: image356.png]


 предфракталь​ного графа [image: image358.png]G, = (Vi,Ep)



, порожденного 
[image: image359.wmf]n

-вершинной звездой-затравкой [image: image361.png]


, число максимальных цепей [image: image363.png]N(x;)



 не превосходит [image: image365.png]N(x)) =n*'(n—1)



. Верхняя оценка достижима на предфрактальном графе порож​денном звездой-затравкой с пересекающимися старыми ребрами. Число подграф затравок у такого предфрактального графа равно [image: image367.png]


. Число вися​чих вершин в каждой из подграф затравке – n-1. 

Обобщение всех проделанных исследований по поиску оценок для критериев из векторно-целевой функции (1) – (6), лежит в основе доказа​тельства следующей теоремы.
Теорема 3. Алгоритм [image: image369.png]B,



, на предфрактальном (n,L)-графе [image: image371.png]G, = (Vi,Ep)



, с 
[image: image372.wmf]n

-вершинной затравкой [image: image374.png]H=W,Q)



, выделяет покрытие [image: image376.png]


 оптимальное по критерию[image: image378.png]


: [image: image380.png]F?(x;) = min, 4 F, (x)



, и оценивае​мое по критериям: [image: image382.png]Fi(xy) € [Ln* 7 (n—1)]



 и [image: image384.png]Fs(x;) € [0;n" — 2]



.

Алгоритм [image: image386.png]


 выделения наибольших максимальных цепей

Алгоритм выделения наибольших максимальных цепей на предфрак​тальных графах более глубоко исследован в работах [5,10]. Здесь лишь приведем еще раз процедуру его работы и построим оценки для векторно-целевой функции (1-6). 
Пусть дан предфрактальный граф [image: image388.png]G, = (Vi,Ep)



, с затравкой H=(W,Q), [image: image390.png]124




. Алгоритм [image: image392.png]B,



 выделяет на предфрактальном графе покрытие [image: image394.png](Vi E;) ={C1, G, ..., G

C}EX




 , все цепи которого [image: image396.png]C = (Ui, U )



 – простые, [image: image398.png]Jue



.

Алгоритма [image: image400.png]B,



 использует алгоритм выделения наибольших макси​мальных цепей на произвольном графе представленный в работах [5,11]. В качестве процедуры, алгоритм [image: image402.png]B,



, использует алгоритм выделения наиболь​ших максимальных цепей на каждой подграф-затравке множества [image: image404.png]Z(G) ez



,[image: image406.png]


, [image: image408.png]


. В результате на предфрактальном графе [image: image410.png]


 выде​ляется подграф [image: image412.png]- G
2 = (B0 B 0) = (€ G G s G )



, где цепи [image: image414.png]Ce = {(u, v}



 являются максимальными и наибольшими, среди всех цепей между вершинами [image: image416.png]u,v € J&P



 подграф-затравки [image: image418.png]


. Выделяемое на подграф-за​травках предфрактального графа [image: image420.png]


 множество покрытий [image: image422.png]ﬂ)}



,[image: image424.png]


, [image: image426.png]


, составляет покрытие [image: image428.png]x, =] = (V,E;)



.
В работе [5,10] приведено описание алгоритма выделения наибольших максимальных цепей на произвольном графе и построена оценка вычисли​тельной сложности,  которая равна [image: image430.png]0(n>)



.

АЛГОРИТМ [image: image432.png]B,




Вход: предфрактальный граф [image: image434.png]G, = (Vi,Ep)



.

Выход: связный остовный подграф [image: image436.png]] = (VE;) ={C1,C,, ., G




.

Шаг 1. Построить множество подграф-затравок [image: image438.png]Z(Gy) =z}



,[image: image440.png]


, [image: image442.png]


, для предфрактального графа [image: image444.png]


. Все ребра предфракталь​ного графа [image: image446.png]


 пронумеровать относительно построенного множества [image: image448.png]Z(Gy)



. 

Шаг 2. Используя алгоритм выделения наибольших максимальных цепей, выделять остовные подграфы [image: image450.png]- G
2 = (B0 B 0) = (€ G G s G )



 последовательно, на всех подграф-затравках [image: image452.png]


, [image: image454.png]


 из множества [image: image456.png]Z(Gy)



, следуя порядку уменьшения ранга [image: image458.png]


. Создать множество цепей [image: image460.png](€} = {C10,Crars G




 после нахождения [image: image462.png]0.7 = (W2 Ew))



, [image: image464.png]


. 
После построения множества цепей [image: image466.png]G ={Cte11s




, [image: image468.png]


, соеди​нить каждую его цепь [image: image470.png]Coots1k



 с ребрами цепей подграф-затравок [image: image472.png]41



. Объединять построенные цепи в множество цепей [image: image474.png]{C_141]



.

Шаг 3. У цепи [image: image476.png]Ce E]ﬂ 1)



 подграф-затравки [image: image478.png]


, [image: image480.png]


 каждое ребро [image: image482.png]e € G = (g, Uy )



, [image: image484.png]


 присоединять к той цепи из множества [image: image486.png]{C_141]



, к концу которой она инцидентна. В множество цепей [image: image488.png]{C 1423



 вне​сти построенную цепь.
В случае, когда ребро e инцидентно своим концом одной или несколь​ким цепям из [image: image490.png]{C_141]



, тогда внести в множество [image: image492.png]{C 1423



 все полученные при этом цепи.

Если концам двух различных цепей [image: image494.png]Cooteni,



 и [image: image496.png]Cootenk,



 инцидентны обе вершины [image: image498.png]Vg, U



 ребра e, тогда в множество [image: image500.png]{C 1423



 вносить цепь, обра​зованную цепями [image: image502.png]Cooteni,



, [image: image504.png]Cootenk,



 и ребром 
[image: image505.wmf]e

, только в том случае, когда концы цепей [image: image507.png]Cooteni,



 и [image: image509.png]Cootenk,



, не инцидентные ребру e, так же не инци​дентны концам других цепей из [image: image511.png]{C_141]



. Иначе, вносить в множество [image: image513.png]{C 1423



 цепи, которые получились из нескольких цепей множества [image: image515.png]{C_141]



  и ребер цепей подграф-затравок (l-1)-го ранга.

Если ребро e не является инцидентным никаким цепям из [image: image517.png]{C_141]



, то в множество [image: image519.png]{C 1423



 внести его в качестве отдельной цепи.

ШАГ 4. В результате работы ШАГА 3, после обработки цепей всех подграф-затравок, получится множество цепей [image: image521.png](G} =1C1,Coz s Crr s Cry )



. Из множества [image: image523.png]


 изменением нумерации полу​чить множество [image: image525.png]


, которое определяет искомый остов​ный подграф [image: image527.png]] = (VL.E))



. ◄

Теорема 4.  Алгоритм [image: image529.png]B,



, выделяющий покрытие [image: image531.png]] = (VL.E))



 на пред​фрактальном (n,L)-графе [image: image533.png]G, = (Vi,Ep)



, порожденном затравкой H=(W,Q), где [image: image535.png]124




, [image: image537.png]


, имеет вычислительную сложность [image: image539.png]O(Nn®)



.

Примечание 2. Сравнив вычислительные сложности алгоритма[image: image541.png]B,



 на предфрактальном графе [image: image543.png]


и алгоритма выделения наибольших максималь​ных цепей получим неравенство [image: image545.png]O(Nn>) > O(N?)



.  Вычислительная слож​ность алгоритма выделения наибольших максимальных цепей превышает в [image: image547.png]


 раз вычислительную сложность алгоритма [image: image549.png]B,



.◄

Теорема 5. Алгоритм 
[image: image550.wmf]2

b

 строит покрытие [image: image552.png](Vi E;) ={C1, G, ..., G

C}EX




, где [image: image554.png]


 – кратчайшие цепи одного ранга, на предф​рактальном (n.L)-графе [image: image556.png]G, = (Vi,Ep)



, порожденном затравкой H=(W,Q), где [image: image558.png]124




, [image: image560.png][Ql=q



,  с оценкой по критерию: [image: image562.png]F,(x,) € [a(n—1)



.
Доказательство. На предфрактальном графе [image: image564.png]


, порожденном за​травкой H, алгоритм [image: image566.png]B,



 строит покрытие [image: image568.png]x, =] =(V,E) ={C., G, ., G




 принадлежащее множеству допустимых решений X векторно-целевой функции (1) – (6).

Построим нижнюю оценку. Значение критерия [image: image570.png]F;(x)



 является весо​вым, оно равно сумме весов ребер покрытия [image: image572.png]x €X



. Очевидно, из множества допустимых решений наибольшим весом будет покрытие содержащее все ребра предфрактального графа [image: image574.png]


, т.е. [image: image576.png]x =G,



. Оценим  общий вес [image: image578.png]w(G.)



 предфрактального графа [image: image580.png]


. Обозначим через [image: image582.png]w(z.

U))



 - общий вес подграф-затравки [image: image584.png]28 € 2(Gy)



 ранга l, [image: image586.png]


, где [image: image588.png]


, тогда [image: image590.png]w(G,) = 2, Z,w(zd)



. Вес отдельно взятой затравки ранга l, [image: image592.png]


 оценивается [image: image594.png]w(z) < ala/b)=*b



, где [image: image596.png][Ql=q



 – число ребер в затравке H. На предфрак​тальном графе [image: image598.png]


 сумма весов всех подграф-затравок одного ранга оценена сверху [image: image600.png].w (2") < ala/p) i~



. Вес всего предфрактального графа удо​влетворяет неравенству [image: image602.png]w(G,) < Tiq(a/b)!"ini < qb TP




.
Построим нижнюю оценку. Покрытием из множества допустимых ре​шений наименьшим по весу должно быть остовное дерево предфракталь​ного графа [image: image604.png]


. Для получения нижней оценки по критерию (2) нужно оце​нить вес остовного дерева минимального веса [image: image606.png]T =(V,Er)



, построенного алгоритмом [image: image608.png]B,



на предфрактальном графе [image: image610.png]


. Поскольку алгоритм [image: image612.png]B,



 строит остовное дерево минимального веса [image: image614.png]T =(V,Er)



, чтобы получить [image: image616.png]1 = (V9B o)



, [image: image618.png]


, [image: image620.png]


 на всех подграф-затравках [image: image622.png]Z(Gy)



, то [image: image624.png]w(T) = 2,2, w(TP)



, где [image: image626.png]w(T®)



 – общий вес остовного дерева минимального веса [image: image628.png]T®



. Согласно определению взвешенного предфрактального графа, каждое ребро подграф-затравки [image: image630.png]@



 ранга l не может быть меньше чем [image: image632.png](a/b)1



a. Тогда, [image: image634.png]w(7") > (n—1)(asb)~



a, где (n-1)-количество ребер остовного дерева [2,9]. Общий вес остовного дерева минимального веса подграф-затравок одного ранга [image: image636.png]> w(TY) > a(n —1)(a/b) " n!"?



, [image: image638.png]


. Для остовного дерева минимального веса T выполняется:
 [image: image640.png]w(r) > Zia—1D(2) > a- D) — 1)/masp -1



.

Таким образом,

[image: image642.png]F,(x,) € [a(n—1)



. ◄
Заключение
Построенная модель системы организации маршрутов в транспортной системе с использованием предфрактальных графов значительно умень​шает вычислительный процесс нахождения оптимальных маршрутов в срав​нении с традиционным способом решения задачи на графах. Сравнительный анализ вычислительной сложности предложенного алгоритма с известным алгоритмом Прима, показывает его превосходство над последнем порядка меньше чем в [image: image644.png]N/n?



 раз. 
Что касается использования алгоритма выделения наибольших макси​мальных цепей на предфрактальном графе в сравнении с использованием его на графе, то превосходство первого алгоритма порядка меньше чем в [image: image646.png]N*/;
m>
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