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В работе поставлена и исследована корректная 
краевая задача для смешанного нагруженного 
параболо-гиперболического уравнения второго 
порядка в ограниченной области. Краевые условия 
носят классический характер. На линии изменения 
типа, которая также является линией 
параболического вырождения для 
гиперболического уравнения, рассматриваемого в 
нижней полуплоскости, задано непрерывное 
условие склеивания для самой функции и 
разрывное условие для следа производной. 
Основным результатом работы является 
доказательство ее однозначной разрешимости в 
требуемом классе функций. В частности, на основе 
свойств операторов дробного интегро-
дифференцирования и с учетом соотношений 
определяющих решение первой краевой задачи для 
уравнения теплопроводности, вопрос 
разрешимости исходной задачи был эквивалентно 
редуцирован к вопросу разрешимости 
соответствующего интегрального уравнения 
Вольтерра второго рода. В гиперболической части 
области, вопрос разрешимости задачи также был 
редуцирован к вопросу разрешимости 
интегрального уравнения Вольтерра второго рода. 
При этом были использованы свойства 
гипергеометрической функции Гауса, а также 
классические методы интегральных уравнений. 
Таким образом доказаны единственность и 
существование решения исходной классической 
задачи 
 

The investigated and correct boundary value problem 
for mixed hyperbolic-parabolic equation of second 
order in a bounded domain is posed and studied in this 
work. Boundary conditions are of a classical nature. 
On line of type changes, which is also the line of the 
parabolic degeneracy for hyperbolic equations 
considered in the lower half-plane, a continuous 
bonding condition for the function itself and the 
breaking condition for the trace of the derivative is 
given. The main result is the proof of its unique 
solvability in the required class of functions. In 
particular, based on the properties of the operators of 
fractional integro-differentiation and in view of the 
ratio of the first boundary value problem for the heat 
equation, the question of the solvability of the original 
problem was equivalently reduced to the problem of 
solvability of the corresponding integral equation of 
the Voltaire second kind. In the hyperbolic part of the 
region, the question of solvability of the problem has 
also been reduced to the problem of solvability of the 
integral equation Voltaire second kind. The properties 
of the hypergeometric function of Gauss, as well as 
classical methods of integral equations were used. 
Thus it is proved the uniqueness and the existence of 
classical solution to the initial problem 
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Введение 

 

В современной научной литературе имеется немало работ 

посвященных краевым задачам для смешанных уравнений (например [1-

6]). Вместе с тем, развитие фундаментальных основ данной теории 

базирующееся на практически важных проблемах физики и механики и в 

значительной степени усиливает интерес к изучению нагруженных 

уравнений в классических и нелокальных задачах. 

В настоящей работе представлены результаты исследования 

однозначной разрешимости задачи для нагруженного параболо-

гиперболического уравнения в односвязной области с классическими 

краевыми условиями и разрывными условиями сопряжения для следа 

производной искомой функции на линии изменения типа. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим уравнение  

( ) ( )
( ) ( )
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
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в конечной односвязной области Ω , ограниченной отрезками 0000 ,, BABBAA  

прямых hyxx === ,1,0  и характеристиками 
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уравнения (1) при ( )yy λ;0<  – заданная непрерывная функция, причем 

2
1

m
m <<− α  или 1

2
<< αm .  

Пусть { } { }0,0 21 <Ω=Ω>Ω=Ω yy II  - параболическая и 

гиперболическая части области Ω  соответственно. 

Исследуем следующую задачу. 

 Задача 1. Найти функцию ( )yxu , , обладающую свойствами: 
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1) ( ) ( );, Ω∈ Cyxu  

2) ( )yxu ,  – регулярное решение уравнения (1) в 1Ω 2Ω∪ ; 

3) на линии 0=y  вырождения типа (1) выполняются условия склеивания 

( ) ( ),0,0, −=+ xuxu  ,10 ≤≤ x     (2) 

( ) ( ),limlim
00

xuyu y
y

y
y

να =−=
−→+→

 10 << x ; 

4) ( )yxu ,  удовлетворяет краевым условиям 

( ) ( ),,0 1 yyu x ϕ=  ( ) ( )yyu 2,1 ϕ= ,  ,0 hy ≤≤    (3) 

( ),xu AC ψ=  ,
2

1
,0 




∈x        (4) 

где ( ) ( )yy 21 ,ϕϕ  – заданные непрерывные функции, а ( )xψ  – дважды 

непрерывно дифференцируемая заданная функция. 

 

2. Доказательство однозначной разрешимости задачи 1 

Пусть ,
2

1
m

m <<− α   0
2

1 <<− β , где ( )m

m

−
−=

22

2αβ . Известно [7], что 

решение уравнения (1) в полуплоскости 0<y , удовлетворяющее 

начальным данным: 

( ) ( )xxu τ=0, , 
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единственно и имеет вид 
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( )
( ) ( )

β

βα
βλ

21

22 4

m2

1Г1

22Г
−








 −
−−

−= . 

 Используя краевое условие (4), нетрудно получить функциональное 

соотношение между ( )xτ  и ( )xν , принесенное из гиперболической части 

2Ω  на линию y=0 в виде 

( ) ( ) ( ) ( )xFdtttxx
x

+−= ∫
− νλτ β

0

2
3 ,                                          (7) 

где  

( ) ( )
( ) ( )xDxD

Г

Г
xF xx ψ

β
β βββ −−= 1

0
12

02
, πβλλ cos2 23 = . 

 Дифференцируя равенство (7) дважды по x , получим 

( ) ( ) ( ) ( )xFxDГx x
′′+−=′′ + νβλτ β 12

03 21 .                                     (8) 

 Переходя теперь к пределу в уравнении (1) при ,0+→y  получим 

второе функциональное соотношение между ( )xτ  и ( )xν , принесенное из 

параболической части 1Ω  на линию y=0 в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ,0x0xx 0 =−−′′ τλντ                                           (9) 

Исключая из уравнений (8) и (9) функцию ( )xτ , получаем 

относительно )(xν интегральное уравнение Вольтерра второго рода  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

12

x03 x0xFxD21Гx τλνβλν β −′′+−= + .                   (10) 

 С учетом непрерывности функции ( )xν  на ( )1,0 , единственное 

решение уравнения (10) можно записать в виде 

( ) ( )( ) ( )[ ]dttxEtxtKx
x

µγν µ
µ

µ ;/1

0

1 −−= ∫
− ,                                  (11) 

где  

( ) ( ) ( ) ( )( ),0),21(/1;21 03 xtFtK τλγβλγβµ −′′=−Γ=+=                    (12) 

( ) ];[/1 µγ µ
µ txE −  – функция типа Миттаг-Леффлера. 

 Подставляя в (7) значение ( )tν , а затем, применяя формулы 

перестановки Дирихле-Фубини, получим  
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 Принимая во внимание [8]: 
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k
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+Γ
= ∑

∞

=
 

равенство (12) можно записать в виде  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
122

22
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γλτ         (13) 

Производя замену ( )ξ11 txtt −+=  во внутреннем интеграле (13), будем 

иметь 

∫ =−− ++−
x

t

kk dttttx
1

22
1

2 )()( βββ  

( ) ( ) ( ) ×−=−−= ++
−

++++
∫

12
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( ) .
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ГkkГ

β
βββ  

Таким образом, правая часть равенства (13) совпадает с выражением  

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑
∞

=

++ +−
++

−
x

k

kk
k

xFdttx
kkГ

tKГ

0 0

12
113 ),(

22
21 β

β
γβλ   

т.е. 

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] ( )∫ +−−−= +
+

x

xFdttxEtxtKГx
0

1

12

112/1113 .2;21 β
β γβλτ                    (14) 

Подставляя значение ( )tK  из (12) в (14), получим: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( )[ ] ( ).2;

02;

1
12

112/1

0
101

0

12
112/111

xFdttxE

txxdttxEtFtxx
xx

+−×

×−−−′′−=

+
+

+
+ ∫∫

β
β

β
β

γ

τλγτ
              (15) 

Полагая 1=x  в равенстве (15), приходим к соотношению 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ).12;110

2;1101

1
12

112/1

1

0
10

1
12

1

1

0
12/1112

FdttEtx

dttEtFt

+−−−

−−′′−==

+
+
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+

∫

∫

β
β

β
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γτλ
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Из последнего равенства, при выполнении условия  

( ) ( ) ( )[ ]∫ ≠−− +
+

1

0

1
12

112/11 02;110 dttEt β
β γλ  

однозначно находим ( ) :0xτ  

( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( )[ ] 1
12

112/1

1

0
1

21
12

1

1

0

12/111

0

2;110

02;111

dttEt

dttEtFtF

x
+

+

+
+

−−

−−′′−+
=

∫

∫

β
β

β
β

γλ

ϕγ
τ .                     (16) 

После определения ( )xτ  в области 1Ω  приходим к задаче (1), (3) и 

( ) ( )xxu τ=0, . Решение этой задачи дается формулой [9]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxuddxuyxGyxu
y

,,,;,, 00
0

1

0

=− ∫ ∫ ηξηηξηλ ,                           (17) 

где 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ηηϕηξξτξηηϕη ξ dlyxGdyxGdyxGyxu
yly

2
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1
0

0 ,;,0,;,,0;,, ∫∫∫ −+= , 
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
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

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

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
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= ∑
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exp
)(4
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η
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ηπ
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y
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y
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y
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y
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y
yxG

n
 

– функция Грина указанной выше задачи для уравнения теплопроводности 

[9]. 

Переходя к пределу при 0xx →  в равенстве (17), получим 

интегральное уравнение Вольтерра второго рода относительно функции 

( )yxu ,0 : 

( ) ( )
( )

( ) ( ),,,
,

, 000

0
3/10 yxudxu

y

yH
yxu

y

=
−

+ ∫ ηη
η

η     (18) 
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где ( )η,yH  представляется через ( )yλ  и функцию ( )ηξ ,;, yxG . 

 Интегральное уравнение (18) однозначно разрешимо в требуемом 

классе функций. 

Следовательно, решение исходной задачи в гиперболической части 

может быть найдено как решение задачи Дарбу. 

 Рассмотрим теперь случай, когда 1
2

<< αm , т.е. при .
2

1
0 << β  

 Решение задачи Коши (1), (5) в этом случае имеет вид [7]:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,112
2

2

112
2

2
,

1

0

2

2
1

2

11
1

0

2

2

1

dtttty
m

xyc

dtttty
m

xcyxu

m

m

ββα

ββ

ν

τ

−−
−−

−−
−

−






 −−
−

+−−

−−






 −−
−

+=

∫

∫
  (19) 

где 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) .

11

22
,

,

12
2221 βα

β
βββ

β
−−

−===
Г

Г
c

BГ

Г
c  

 Удовлетворяя (19) краевому условию (4), получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ,12
2

2
12

1

0

1

0

2

22

2
11

1 dtttxt
m

xcdtttxtcx
m

∫∫
−−

−

−− −






 −−−= β
α

ββ ντψ  

или, заменяя x  на 
2

x  и полагая ,xts =  будем иметь 

( )( ) ( ) ( ) dssxss
m

cdsssxsxc
x

x x
m ββ

α

βββ ντψ −−−
−

−−− −






 −−−=







∫ ∫
0 0

2

22

2
1121

1 4

2

2
. (20) 

 Отсюда, применив известную формулу обращения интегрального 

уравнения Абеля, приходим к соотношению: 

( )
( )

( ) ( )[ ] )(1

00
1

21

4 xMdt
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dtt

dx

d
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−−
−
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−

−
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β
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β ,  (21) 

где 
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2

)(,
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2
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0
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3

2
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3

1
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−

−









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




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m
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dt
t
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c
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β
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 Меняя порядок интегрирования в двойном интеграле в правой части 

(21), а затем, вводя новую переменную интегрирования ( )zxt ξξ −+=  и, 

используя формулу интегрального представления гипергеометрической 

функции, находим 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ×−=−−×

×=−−=
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∫∫∫
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ddtdtttxI

xx

xtx

 

( ) ( ) ( )

.;2,12,

1
11 12

01

21
1

ξ
ξ

ξβββ

ξξξτ
ξ

ξ ββ
β

β

d
x

F

x
c

dzz
x

z
x








 −−×

×−=






 −−−× −−
−

−
∫

 

Далее, применяя последовательно к последнему равенству формулы 

[8]: 

( ) ( ) 








−
−−= −

1
;,,1,,,

z

z
cbacFzzcbaF b ,   ( ) ( )zcabFzcbaF ;,,;,, = , 

получим 

∫ −






 −−






 −=
−

−
x

xMd
x

x
F

x

x

dx

d
kxcx

0

12
1

4 )(;2,,12)()( ξξβββξξτξν
β

ββ . (22) 

Принимая во внимание следующие, легко устанавливаемые 

соотношения:  

∫∫ −
−

−
−

−
=







 −−






 − xx

x

d

dx

d
xd

x

x
F

x

x

dx

d

0
21

0

12
1

)(

)(
)(;2,,12 β

β
β

β

ξ
ξξτξξτξβββξξ , 

∫∫ −−− −
′

+=
−

xx

tx

dtt

xtx

dtt

dx

d

0
1

0
11

,
)(

)2/(

2

1)0(

)(

)2/(
βββ

ψψψ  

∫∫ −−− −
′

+=
−

xx

x

d

xx

d

dx

d

0
21

0
2121

,
)(

)()0(

)(

)(
βββ ξ

ξξττ
ξ

ξξτ  

с учетом того, что 0)0()0( ==ψτ , окончательно получим: 















−
′

−
−
′

= ∫ ∫ −−

x x

tx

dttx

x

d
c

c

k
x

0 0
1211

3 )(

)2/(

2)(

)(
)( β

β

β
ψ

ξ
ξξτν .                              (23) 
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Таким образом, функциональное соотношение между )(xτ  и )(xν , 

принесенное из гиперболической части на линию 0=y , имеет вид (23). 

Исключая из уравнений (10) и (23) функцию )(xν , получаем 

двухточечную краевую задачу для обыкновенного нагруженного интегро-

дифференциального уравнения 

∫ ∫ −− −
′

−=−
−
′

−′′
x x

tx

dttkx
x

x

d

c

k
x

0 0
1021

3 )(

)2/(

2
)()0(

)(

)(
)( β

β

β
ψτλ

ξ
ξξττ ,  (24) 

)0()0( 1ϕτ =′ , )0()1( 2ϕτ = .     (25) 

Интегрируя (24) от 0 до x , находим 

∫ ∫∫∫ −− −
′

−=−
−
′

−′−′
t txx

t

d
dtt

k
xx

t

d
dt

c

k
x

0 0
1

0
021

03 )(

)2/(

2
)()0(

)(

)(
)0()( β

β
β ξ

ξξψτλ
ξ

ξξτττ . 

Преобразуем двойные интегралы в последнем равенстве. Будем 

иметь:  

∫∫∫ −′=
−
′

= −

xtx

dx
t

d
dtI

0

2

0
21

0
1 ,))((

2

1

)(

)( ξξξτ
βξ

ξξτ β
β                                 (26) 

∫∫∫ 






 −+−






 −′=
−

′
= −

xtx

d
x

x
F

x

x
xB

t

d
dttI

0

2

0
1

0
2 ;1,1,)2/(),1(

)(

)2/( ξξββξξψβ
ξ

ξξψ β
β

β
β . 

Отсюда, в результате несложных преобразований получим: 

×−=−′−′ ∫ 2

),1(
)()(

2
)(

2
2

03

kxB
dx

c

k
x

x β
β βξξξτ

β
τ

xxd
x

x
F

x

xx

)()0()0(;1,1,)2( 0

0

τλτξξββξξψ
β

+′+






 −+−






 −′∫      (27) 

Считая правую часть равенства (27) известной и равной )(xρ , 

относительно )(xτ ′  получим интегральное уравнение Вольтерра второго 

рода: 

ξξξτρτ β dxkxx
x

2

0
1 )()()()( −′+=′ ∫ ,                                      (28) 

где  

)2/( 31 Ckk β= . 
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Обращая полученное уравнение (28), будем иметь: 

dtttxRkxx
x

)(),()()(
0

1 ρρτ ∫+=′ ,                                      (29) 

где ),( txR  – резольвента ядра βξ 2)( −x  уравнения (28). 

Учитывая в (29) значение )(xρ , можем записать: 












++=′ ∫ tdttxRkxxxfx

x

0
10 ),()()0()(

~
)( τλτ ,                                (30) 

где  

dttftxRkxfxf
x

)(),()()(
~

0
1∫+= , 

)0(;1,1,)2/()(
0

2
2 τξξββξξψ

β
β ′+







 −+−






 −′= ∫
x

d
x

x
F

x

x
xkxf , 

2

),1(
2

βkB
k −= , )()0()()( 0xxfx τλρ += . 

Интегрируя (30) от 0 до x , будем иметь: 

tdttxRtxxk
x

xdttfx
xx

∫∫ −++=
0

01

2

0

0

),()()()0(
2

)()0()(
~

)( τλτλτ .                  (31) 

Полагая в (31) 0xx = , однозначно определяем )( 0xτ : 












−+−

=

∫

∫

tdttxtxRk
x

dttf

x
x

x

)(),(
2

)0(1

)(
~

)(

0

0

01

2
0

0
0

0

0

λ
τ ,                             (32) 

при условии что выражение, стоящее в знаменателе (32) отлично от нуля. 

 Затем, подставив это значение в (31), полностью определим )(xτ . 

 Заключение 

Таким образом, в работе для различных случаев параметра 

определяющего порядок вырождения гиперболического уравнения 

доказана однозначная разрешимость нагруженного уравнения смешанного 

типа. 
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При этом вопрос разрешимости исходной задачи 1 был эквивалентно 

редуцирован методом интегральных уравнений к вопросу разрешимости 

задачи с краевыми условиями (3) и )()0,( xxu τ=  для параболического 

уравнения в области 1Ω , и вопросу разрешимости первой или второй задач 

Дарбу в области 2Ω  соответственно. 
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