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Широкий круг задач, связанный как с решением проблем 

сейсмологии, сейсмостойкого строительства сложных технических систем, 

так и проблем современного приборостроения, связанных с 

всевозрастающим применением композиционных материалов, приводит к 

необходимости исследования, как в прикладном, так и в теоретическом 

аспектах возможности наиболее эффективного управления волновых 

процессов на основе направленного выбора геометрической и физической 

структуры композиционных систем [1, 2, 3, 4, 5]. 

Одной из важных задач исследований является учет слоистости 

грунтового основания. В последние десятилетия в исследованиях авторов, 

посвященных проблемам сейсмостойкости, наблюдается тенденция учета 

все большего числа слоев при изучении взаимодействия сейсмических 

волн с конструкциями различного назначения [5–8]. Однако исследование 
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явлений, возникающих при взаимодействии сейсмических волн с 

достаточно большим числом слоев, приводит к значительным сложностям 

математического характера. 

Для того чтобы получить и разработать какие-либо качественные 

выводы о закономерностях взаимодействия волновых полей с 

конструкциями сооружений различного назначения, необходимо на основе 

моделей слоистых сред методами математического и компьютерного 

моделирования провести исследование влияния структуры слоистых сред 

на волновые процессы различной физической природы. 

При волновом воздействии на слоистую структуру возникает 

система отраженных и преломленных волн. Взаимодействуя с падающей 

волной, они образуют сложную интерференционную картину, в 

значительной степени, зависящую от геометрической и физической 

структуры слоистой среды: от физических свойств материалов слоев, 

геометрических размеров слоев, числа слоев, а также от порядка взаимного 

расположения слоев с различными физическими свойствами в 

конструкции [6, 11, 12, 13, 14]. 

Меняя физическую и геометрическую структуру слоистой среды, 

можно в значительной степени управлять интерференционной картиной 

волнового процесса и, в частности, амплитудными и фазовыми характери-

стиками. На этом основана работа многих устройств в различных областях 

физики, техники и других сооружений. 

Распространение нестационарных волн напряжений в слоистых 

средах исследованы многими авторами, из которых отметим работы [17, 

13, 14] и другие. 

Распространение нестационарных волн в упругом полупро-

странстве при некоторых видах неоднородностей также исследовано в 

работах [18, 19, 20]. В работе [6] исследуется задача о распространении 
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волн в периодически слоистых линейно упругих средах, которые 

реализуются с помощью теории Флоке. 

Распространение нестационарных волн сдвига в слоистом упругом 

полупространстве исследовано в работах [14, 9] методом малого 

параметра. 

Отметим, что при решении соответствующих вязкоупругих задач 

свойства материала либо описываются конкретными моделями, например, 

как модель Максвелла, Фойхта и другие, либо решение находится 

численными методами.  

В статье исследуется аналогичная задача с учетом вязкости 

материала, и решение находится для произвольных наследственных 

функций. 

Предположим, что к поверхности двухслойного вязкоупругого слоя 

при  0=t  приложена нагрузка 

)(0 tfxx σσ =                                                    (1) 

где const=0σ ; )(tf  – заданная функция.  

Задача математически сводится к решению следующей системы 

уравнений: 
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Определяющие соотношения принимаем в следующем виде: 
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где σ   – напряжение; 
x

U

∂
∂=ε  – деформация;  



Научный журнал КубГАУ, №101(07), 2014 года 

http://ej.kubagro.ru/2014/07/pdf/81.pdf 

4 

)()(
1 tR m  и )()( tR m  – функции сдвиговой и объемной релаксации. 

При 1=m  все соотношения относятся первому слою, при 2=m  – ко 

второму. 

С помощью интегрального преобразования Лапласа изображение 

решения получаем в виде:  
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Здесь mM и mN )2,1( =m  неопределенные коэффициенты; 

p – параметр преобразования.   

Пусть коэффициент Пуассона mν  является постоянным, тогда 

функции )()(
1 tR m  и )()( tR m  будут пропорциональными, т.е.  
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Рассмотрим  следующие преобразования: 
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Учитывая   

;
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в последнем выражении получаем: 
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тогда решение (7) приводится к виду:  
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Здесь введено обозначение  
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Из граничных условий, определяя коэффициенты mM  и mN  

подставляя в (8), имеем:  
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где  
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Разлагая  знаменатели в ряд, имеем: 
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Учитывая это в  (9) соответственно, получаем: 
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Предположим, что ( ) ( )pRpkpRp
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принимают вид: 
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где   
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который не зависит от времени. 

Из уравнений (13) видно что, окончательное решение поставленной 

задачи приводится к вычислению оригиналов следующих выражений  
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Здесь 2,1,0=i , 2,1=j  причем 21210 ,,, γγ иrrxr =  известны. 

Представляя экспоненциальную функцию в форме интеграла Фурье  
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где kε  – некоторый малый параметр ).2,1( =k  
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Оригиналы этих функций находятся по методу, изложенному в 

работах [2, 7, 9, 12], и имеют вид: 
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n =  – итерированные ядра 

∫ =−== −

t
imi

n
i

n
ii

n
ii

n
m

KptKdKtKtKtKtK
0

)(.

.

)()(
1

)(
1

)()()(
1 )(,)()()(...)()(

)(

τττ . 

Вычислим оригинал второй функции ( )pjj ,γψ . 

( ) ( )
( )( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( ) ( )
λ

λγ
λ

ελλελ
λε

ε
λ

ε
λ

ε
λ

ε
λ

ε
λ

ε
π

γψ

d
c

p
p

p

p

knk

n

p

p

n

n

p

p

n
p

p

pp
p

j

cs

m

m

p

m

pm

m

m

n

m

kn

n

pk

k
n

p

m

n

n

p

n

n

p
p

jj

























 Γ−+






 Γ+
×

+

Γ++

+Γ
+

−+

+Γ
−+

−++Γ
−+

−+







+Γ
+

−+Γ
+

Γ−=

+

+

+

= =
+

∞

=

∞

=

∑ ∑

∫ ∑∑

2
2

22
2

2
122

122
2

2

2122

2

2

2

2122

2
2

2322

22

0 1

2

2222

2

0

2

222

2

sin

2

1
1

2

1

1

!!

!

!2!2

!

112
,

L

LL

  (19) 

Отсюда после вычисления интегралов получим: 
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( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( )




















 Γ−+






 Γ+










+
Γ+Γ−×

×








−−
−−








−++Γ
−

×

×−






×
−−
−−








−+



 ++Γ







−Γ−=

∫

∑ ∑

∑

∑

∞

+

+

+

=

−

=−

−

=−−

∞

=

0
2

2
22

2
2

2

2
1

22

12
2

1
2

22

1

0 2212

2
2

2

2

2

1

021212

2

0

2
2

20

2
20

2
1

1
2
1

sin
2

2
!2!
!2

exp
!2!!

!

2
!2!
!22

exp
1

!2

exp
1

,

cs

j

m

m

p
m

m

p
m

m

kn

m

i

i
jj

m

j

p

k
i

j
k

i

j

kk

j

n

n

p
jp

jj

p

d
c

p
p

c

p

imi

kim

c

p

m
c

knk

n

p
c

p

iki

ik

c

p

pk
c

c

p

pE

E
p

ελλε

λλγλ

λ
λε

π
ε

γγ
γ

ε

γγ
γ

εγεγψ

L

L

     (20)                                                                                                    

Применяя обратные преобразования Лапласа к этому выражению, 

находим: 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )[ ]

( ) ( ) ( )

( )
















 Γ−

























 Γ−






 Γ−∗+

+






 −








−−
−−∗Γ∗−+

++Γ∗∗






 −








−−
−−−









++Γ+






 −∗=

∫ ∫

∑

∑∑

∫∑

∞

++

−

=

−−+

=

−

=

−−

=

0 2
2

2

0

22
11

1

1

1

2

1

2
2

2

2

2
2

1

0

1

222

2

120

2
1

1

sin

2
1

1sin
2
1

exp
2

2

!2!

!22
!2

1

...
2

!2!
!22

!2
1

,

2

λ
ελ

λγλ
ελλεττθε

π

γγδ

εδγγ

ττεγγψ
γ

d
c

ttd

c
t

cimi

im
tt

m

tt
c

t
ciki

ik

k

d
c

tH
E

tE
t

c

j
t

csmm

n

i

im
j

i
j

mm
m

m

m

kn

n
m

k

k

i

ik
j

i
j

k

k

t

c

n

m

k

n
j

jj

j

L

         (21) 

Учитывая решение (18) и (21) в (13), получаем оригинал решения 

поставленной задачи в виде: 

[ ]






 ++−= ∑

∞

=1

231251
11

0
1 ),(),(),(),(

n

trtrBtx
c

txU ϕϕϕ
ρ

σ
                            (22) 

[ ];),(),(),(),(
0

2211112 ∑
∞

=

−∗=
n

ttthUtxU γψγψ                                            (23) 

Пусть вместо условия (5) выполняется условие 

,0),(2 =txU   при  ∞→x                                                                                 (24) 
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Тогда решения для каждого слоя  в изображениях Лапласа 

принимают вид: 






















−+

+






=

∑
∞

=

+−−−

−

1

)(

)0(2

)(

2

)(
)1(

)1(
0

11

0
1

)1(

)1(

1

1
)1(

)1(
0

1

1

)1(

)1(
0

1

)(

)(
),(

k

pRp

R

c

xkh
p

pRp

R

c

xkh
p

k

pRp

R

c

px

ee

e
pRp

R

pc

pf
pxU

θ

ρ
σ

                                                  (25) 

)(

)12(

1
)1(

)1(
0

11

0
2

)2(

)2(
0

2

1

1

11

)()1(

)(2
),( pRp

R

c

hx

c

hk
p

k

k e
pRp

R

pc

pf
pxU








 −−+−∞

=

⋅
+

−= ∑
µ

θ
λρ

σ ,                   (26) 

где  

const

pRp

R

c

p

pRp

R

c

p

==

)(

)(

)1(

)1(
0

1

)2(

)2(
0

2λ ;   
λ
λθ

+
−=

1

1 ;     

                                                                                                                                

const
pRpR

pRpR
==

)(

)(
)1()2(

0

)2()1(
0

1µ              

Отсюда видно, что решение поставленной задачи сводится к 

вычислению оригинала функции 

)()(

)(
01

),( pRp

R
p

c

z

ji
i

i

i

j

e
p

pz
−

=ϕ           (27) 

Если считать, что вязкое сопротивление материала является малым, 

по сравнению с упругим сопротивлением, тогда оригинал функции 

),( pz jiϕ  совпадает с формулой  (18).  

В этом случае оригинал решений поставленной задачи получается в 

виде: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
∑∫

∑∫
∞

=

∞

=








 −−+∗=
























 +−






 −+∗=

1 2

2

1

11
2

011

0
2

1 1

1
1

1

1
11

011

0
1

t,
с

h122
,

,
2

,
2

,,

k

k

t

k

k

t

x

с

hk
df

с
txU

t
c

xkh
t

с

xkh
txdf

с
txU

µϕθττ
ρ
σ

ϕϕθϕττ
ρ

σ

        (28) 

Теперь исследуем полученное решение, с этой целью предположим, 

что свойства среды описываются ядром Ржаницына 

teAttK βλ −−= 1)( , 10 << λ , 0,0 >> βA ,  

тогда с учетом [4, 5, 9, 12] 

[ ] ∑
=

−−
−

−

−Γ
−

−
Γ=

m

l

ln
jm

t
nm

n ln

t

lml

m
eAK

0

1

)(
)(

)!(!

!
)(

λ
βλ

λβ

 

из решений  (27)  при малых значениях  
i

j

c

z
t −  получаем: 

( ) ( )( )

( ) ( )
















 −−






 −××

×















 −








−Γ
≈

−−























 Γ−
−

−

−

i

j

i

jc

zA

i

j

j

i
ji

c

z
t

c

z
te

c

z
t

zA

c
tzg

i

j

β

ααπα

α
ααα

α
α

α
α

α

α 1

2

1

1

2

1
2

1

1

1

2

2

1
,

. 

Здесь 0>jz  и все члены с целыми отрицательными значениями 

( )1−αn  не учитываются. Это формула исследована при следующих 

значениях параметров  

мzмzмzсмc
cc

A jj
ii

5.1,1,5.0,/103,
003.0

,4.0;
2.0

3 ===⋅==== βα  

и построены график зависимости ( )tg i  от времени t .   
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График зависимости )(tg i от времени t  

Отсюда видно, что при фронтовой асимптотике параметры на 

характер решения влияют незначительно.   
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