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Исследование разрешимости второй краевой задачи для уравнения в частных производных с инволютивным отклонением в младших членах

Бжеумихова Оксана Игоревна

Кабардино-Балкарский государственный университет им. Х.М. Бербекова, Нальчик, Россия

В работе исследован вопрос разрешимости второй краевой задачи для модельного уравнения в частных производных с инволютивным отклонением в младших членах. Исследование проведено на основе метода разделения переменных
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THE INVESTIGATION solvability of the second boundary value problem for partial differential equation with Involutory deviations in the lowest terms
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In this article we consider the problem of solvability oа second boundary value problem for the model equation in partial derivatives with involutive deviation in the lowest terms. The investigation is based on a variable separation method
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Введение

Многие математические модели, применяемые при исследовании процессов, в таких важных областях как математическая биоэкология, механика, автоматизированные системы управления, теория климатических моделей, иммунология и т. д. базируются на дифференциальных уравнениях с отклоняющимся аргументом (например, [1-6]). Широкие возможности применения уравнений с отклоняющимся аргументом в качестве математических моделей способствуют росту интереса к исследованию новых задач для уравнений с частными производными [7-10], которые по сравнению с обыкновенными дифференциальными уравнениями описывают процессы еще в большей степени приближенные к процессам, протекающим на практике [11, 12]. 
В настоящей работе, методом разделения переменных, установлена разрешимость классической краевой задачи для уравнения в частных производных с инволютивным отклонением аргумента в прямоугольной области.
1. Постановка задачи
Пусть 
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 − односвязная область евклидовой плоскости 
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В области 
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 рассмотрим уравнение 
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где 
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Для уравнения (1) исследована следующая
Задача 1. Найти регулярное в области 
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 решение 
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где 
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 – заданные, достаточно гладкие функций.
2. Доказательство существования и единственности задачи

Для задачи 1 справедлива следующая
Теорема 1. Пусть 
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тогда задача (1), (2) разрешима в требуемом классе функций.

Действительно, разобьем задачу (1), (2) в области 
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 на две вспомогательные:
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Решение уравнения (3) удовлетворяющее однородным граничным условиям (4) будем искать в виде [13]:
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Подставляя (9) в (3) и опуская нижние индексы, получим
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Отсюда, с учетом (4) будем иметь
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Исследуем задачу о собственных значениях (10), (11). 
Дважды дифференцируя (10), приходим к соотношению:
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С другой стороны из (10) имеем:
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На основании (13) и принимая во внимание (14), получим
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Характеристическое уравнение соответствующее (15), будет иметь вид:
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Разрешая биквадратное уравнение, находим:
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Таким образом, общее решение уравнения (15) может быть записано в виде:
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Следуя [14, 15], получим из (16) представления решения (10) для различных 
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Случай 1: 
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. В этом случае общее решение (10) имеет вид:
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Используя условия (11), получим
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Определитель этой системы
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только при 
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Следовательно, 
[image: image54.wmf]0

3

1

=

=

C

C

. Откуда заключаем, что 
[image: image55.wmf](

)

0

º

x

X

.

Случай 2: 
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 решение (10) имеет вид:
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Удовлетворяя (11), имеем
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Откуда заключаем, что 
[image: image60.wmf]0

1

=

C

 и 
[image: image61.wmf](

)

3

C

x

X

º

.
Этому собственному значению 
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где 
[image: image64.wmf])
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Требуя выполнения граничных условий (5) , получаем систему для определения постоянных входящих в (17):
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Таким образом, решение задачи (3)-(5) при 
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Случай 3: Для 
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условиям (11), находим
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Определитель системы
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обращается в нуль либо при 
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Случай 4: 
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Удовлетворяя (18) граничным условиям (11) получим
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В силу того, что
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имеем 
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Случай 5. При 
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Удовлетворяя полученное выражение для 
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 граничным условиям (11), будем иметь:
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Равенство 
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справедливо при 
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Таким образом, задача (10), (11) имеет собственные значения 
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 – произвольные постоянные, нуждающиеся в определении.
Собственным значениям 
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 соответствуют решения уравнения (12) равные
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Возвращаясь к решению задачи (3)-(5), видим, что функция
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является решением уравнения (3) при 
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Условия (5) позволяют определить значение постоянных входящих в (19).
С учетом условия 1) теоремы 1, функции 
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причем ряды 
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Учитывая граничные условия (5), получаем:
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Сопоставляя соответствующие коэффициенты в полученных соотношениях, а так же учитывая условие 2) теоремы 1 определяем постоянные входящие в (19). Следовательно, ряд (19) с коэффициентами определяемыми по формулам (20), удовлетворяет всем условиям задачи (3)-(5).
Переходя к рассмотрению случая собственных значений 
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Используя условия (5) позволяют определим значение постоянных входящих в (21).
С учетом условия 1) теоремы 1, функции 
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Учитывая граничные условия (5), получаем:
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Сравнивая соответствующие коэффициенты в полученных соотношениях, а так же учитывая условие 2) теоремы 1 определяем постоянные входящие в (21). Представленные выше рассуждения остаются справедливыми и для случая задачи (6)-(8). Причем функция 
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 для различных собственных значении находится в виде сходящихся тригонометрических рядов. Таким образом, решение задачи 1 определяется из соотношения 
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Заключение
На основе метода разделения переменных было доказано существование решения второй краевой задачи для модельного уравнения в частных производных с инволютивным отклонением в младших членах. Несмотря на то, что результаты работы носят теоретический характер, они могут иметь широкое применение, как и в дальнейших исследованиях уравнений с отклоняющимся аргументом, так и в прикладных задачах.
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