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Одной из основных задач при проектировании нетрадиционных 

электромеханических устройств, таких как электрические машины, тяго-

вые электромагниты или трансформаторы, является расчёт электромагнит-

ного поля этих устройств. Как было ранее сказано в нашей статье [1], по-

добные расчёты в неоднородных средах связаны с решением краевых за-

дач уравнений математической физики. Здесь, в последнее время, нашёл 

применение метод конечных элементов, но мы остановили наше внимание 

на методе вторичных источников поля [1], который был введён на основа-

нии физических соображений. Однако можно показать, что данный метод 

вытекает и из математических рассуждений. Ниже мы покажем вывод 

формул, учитывающих неоднородность сред, полученных с помощью этих 

двух подходов. Также будет видно, что математический подход позволит 

решать нелинейные задачи. 

Остановимся на математическом выводе упомянутых выше формул. 

Рассмотрим известное уравнение электромагнитного поля 

.δrot =H
 

(1) 
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Умножим обе части уравнения (1) на функцию μμ 0  

.δμμrotμμ 00 =H
 

(2) 
Применяя известное выражение теории поля [2] 

( ) aaa ×= ϕϕϕ grad-rotrot
 

(3) 
и предполагая в первом приближении, что μμ 0  представляет собой некото-

рую непрерывную функцию, можно преобразовать выражение (2) к виду 

( ) ( ) .δμμμμgrad-μμrotrotμμ 0000 =×= HHH
 

(3) 
Произведя некоторую перестановку членов в уравнении (3), получим 

следующее равенство 

( ) ( ) .μμgradδμμμμrot 000 HH ×+=

 
(4) 

Учитывая, что 

,μμ0 BH =

 
(5) 

а также 

,
μμ0

BH =

 
(6) 

получим уравнение  

( ) ( ) .
μμ

μμgradδμμrot
0

00
BB ×+=

 
(7) 

Для простоты будем рассматривать плоскую задачу. На рисунке 1 

показан участок неоднородности среды, на котором происходит изменение 

магнитной проницаемости. Известно, что при разложении функций в ряд 

Фурье и при стремлении области разрыва функции к бесконечно малой ве-

личине, любая функция будет иметь в этом месте среднее значение. Сле-

довательно, и функция μμ0 , в месте скачка магнитной проницаемости так-

же будет иметь среднее значение [3]. Исходя из этого, представим второй 

сомножитель второго слагаемого в уравнении (7) в следующем виде 

( ) .
μμμ

2
μμ 1200 +

≈






 BB

ср  
(8) 

Из аналогичных соображений первый сомножитель этого же слагае-

мого будет иметь вид 
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( ) ( ) .11μμμ
μμ

μ
μμ

μμμgrad 120
12

0
12

00 







∆

+
∆

−=
∆
−

+
∆
−

≈ j
y

i
x

j
y

i
xср

 
(9) 

Напомним формулу для вектора нормали к области раздела сред (см. 

рисунок 1) 

β.cosαcos jin +=  (10) 
Преобразуем второй сомножитель в правой части выражения (9). Для 

этого определим компоненту x∆  (см. рисунок 1) 

.
αcos

илиαcos
n

x
x

n
=∆=

∆  
(11) 

 
Рисунок 1. Эскиз участка неоднородности среды. 

 

Аналогично определим компоненту y∆   

.
βcos

илиβcos
n

y
y

n
=∆=

∆  
(12) 

Отсюда, учитывая, что длина единичного вектора 

,1=n
 

(13) 
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первое слагаемое во втором сомножителе правой части выражения (9) бу-

дет выглядеть так 

α,cosii
x

n
=

∆  
(14) 

а второе – 

.βcosjj
y

n
=

∆  
(15) 

Следовательно, второй сомножитель в правой части уравнения (9) 

примет вид 

β.cosαcos ji +

 
(16) 

А это не что иное, как вектор нормали к области раздела сред. Отсю-

да видно, что направление вектора нормали к разделу сред совпадает с 

направлением вектора градиента. 

Учитывая предыдущие выводы, равенство (9) можем преобразовать 

следующим образом 
( ) ( )( ) ( ) .μμμβcosαcosμμμμμgrad 1201200 njiср −≈+−≈

 
(17) 

Приведённые рассуждения позволяют преобразовать второе слагае-

мое уравнения (7) к виду 

( ) ( ) ( ) [ ].
μμ
μμ

2
μμμ

2μμμ
μμ

μμgrad
12

12

120
120

0
0 BnBnB

+
−

=×
+

−=×

 
(18) 

Теперь рассмотрим вывод аналогичной формулы для вторичных ис-

точников поля, исходя из физических соображений. 

Ранее нами для вторичных источников поля в виде поверхностных 

зарядов была выведена формула для определения величины и знака этих 

источников [4]. Однако, при решении задач распределения магнитного по-

ля, где источниками поля являются токи, более целесообразно применять 

вторичные источники в виде поверхностных токов. Это вызвано тем, что 

поле вторичных источников должно определяться по тем же уравнениям, 

что и поле исходных источников. То есть, если источником поля является 

ток, то поле определяется с помощью векторного потенциала. Следова-

тельно, и вторичные источники должны быть в виде поверхностных токов. 
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Это вытекает из того, что поле вторичных источников в виде поверхност-

ных токов также определяется через векторный потенциал. Данное утвер-

ждение вызвано тем, что при описании поля рядами Фурье, эти ряды 

должны быть однотипными. А это возможно лишь, когда источники одно-

типные: либо все источники − заряды, либо все источники − токи. В про-

тивном случае возникают сложности вычислительного характера. 

Используя магнитный векторный потенциал, мы будем оперировать 

магнитной индукцией B . 

Известно, что на поверхности раздела сред (см. рисунок 2) 

21 nn BB = ,
 

(19) 

20

2

10

1
μμμμ
tt BB

= , (20) 
где nB  − нормальная к поверхности составляющая индукции; 

tB  − тангенциальная к поверхности составляющая индукции. 

Будем считать, что вся область однородна, а на поверхности раздела 

сред расположен поверхностный ток удельной плотности σ , имитирую-

щий неоднородность среды (см. рисунок 2). 

Независимый источник развивает индукцию в рассматриваемой точ-

ке tиB  (или просто tB ). Тогда в среде 1 

ttt BBB ′−=1 , (21) 
а в среде 2 

ttt BBB ′+=2 , (22) 
где tB′  − индукция, развиваемая поверхностным током. 

Используя (20), получим 

2010 μμμμ
tttt BBBB ′+

=
′− . (23) 

Используя (23), определим индукцию, развиваемую вторичными ис-

точниками поля в виде поверхностных токов 

tt BB
12

12
μμ
μμ

+
−

=′ . (24) 
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Рисунок 2. Поведение вектора индукции на поверхности раздела сред 

 

 

Напряжённость магнитного поля вторичных источников 
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0μ
t

t
B

H = , (25) 
так как всё происходит уже в среде с 0μ , где 1μ = . 

Применим закон полного тока к элементу поверхности раздела сред 

длиной l∆  

ildH =∫ . (26) 
Если обход кругового интеграла будет происходить по часовой 

стрелке, то при направлении вектора H  против часовой стрелки направле-

ние тока совпадёт с положительным направлением оси Z  (см. рисунок 2). 

Элемент тока по поверхности длиной l∆  

lHlHlHldHi ttt ∆′=∆′+∆′== ∫ 2 . (27) 
Поверхностная плотность тока 

t
t

t B
B

H
l

i

12

12

00 μμ
μμ2

μ
22

+
−

=
′

=′=
∆

=
µ

σ . (28) 
Здесь надо учесть, что tB  − это средняя величина магнитной индук-

ции суммарного поля (то есть поля катушки и поля вторичных источников) 

на поверхности раздела сред. То есть 

2
12 tt

t
BBB +

= , (29) 
как это имело место с магнитными зарядами [3]. 

Если мы хотим знать направление поверхностной плотности тока, то, 

исходя из рисунка 3, можно записать такую формулу 

[ ]nBt
12

12

0 μμ
μμ

μ
2

+
−

=σ , (30) 
где n  − вектор внешней нормали к поверхности раздела сред (направление 

вектора из среды с большей магнитной проницаемости в среду с меньшей 

магнитной проницаемостью). 

Развернём векторное произведение в (30), учитывая, что по оси Z  

составляющие векторов tB  и n  равны нулю 

 

( )xtyytx

yx

tytxt nBnBk
nn
BB

kji
nB −==×

0
0 . (31) 
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Рисунок 3. Определение знака и величины поверхностного тока 

 

Следовательно, условие (30) можно записать в виде 

( ) ( )xtyytxz nBnBl −







+
−

=
12

12

0 μμ
μμ

μ
2

σ . (32) 
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Определим компоненты вектора tB . Рассмотрим выражение (30). В 

векторное произведение входит величина tB , то есть тангенциальная к по-

верхности раздела составляющая вектора B . Рассмотрим рисунок 3. Век-

торное произведение в формуле (30) равно 

nBnB tt =o90sin . (33) 
Рассмотрим, чему равно векторное произведение [ ]nB , где B  вектор 

индукции на поверхности раздела сред 

ϕsinnB . (34) 
В выражении (34) 

B
Bt=ϕsin . Подставим это выражение в (34) 

nB
B
BnB t

t = . (35) 
Мы видим, что (35) и (33) равны. Поэтому выражению (30) можно 

придать вид 

( ) [ ]nBl
12

12

0 μμ
μμ

μ
2

+
−

=σ . (36) 
Соответственно изменится и (32) 

( ) ( )xyyxz nBnBl −







+
−

=
12

12

0 μμ
μμ

μ
2

σ . (37) 
Следует учесть, что рассматривая случай, когда n  направлено из 

среды с меньшей магнитной проницаемостью в среду с большей магнит-

ной проницаемостью (как это имело место в математическом выводе), по-

рядок следования сомножителей в векторном произведении в выражении 

(36) изменится на противоположный. Отсюда следует, что выражения (18) 

и (36) идентичны. 

Выводы. Таким образом, математический и физический подход 

привели к одинаковому результату. То есть неоднородность среды право-

мерно учитывать вторичными источниками поля. Однако, математический 

подход позволяет расширить метод вторичных источников поля. Если бу-

дет иметь место нелинейная зависимость магнитной проницаемости от 

магнитной индукции, то градиент в этом случае не будет равным нулю. А 
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это обстоятельство приведёт к появлению объёмных источников поля в 

области, занятой ферромагнетиком. Применяя метод последовательных 

приближений к уравнению (7), можно будет создать алгоритм решения по-

левых задач в нелинейных средах. Также следует заметить, что формулы, 

выведенные нами в данной статье, позволят разработать автоматический 

алгоритм определения величины и знака поверхностной плотности тока, 

имитирующей неоднородность среды при решении линейных задач. 
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