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В данной статье рассматривается трехзвенный 
робот, перемещающийся по гладкой 
горизонтальной поверхности. Разработана 
математическая модель объекта, представлены 
результаты численного моделирования 
перемещения устройства 
 

In the given article we have shown the three-link 
robot, moving on smooth horizontal surface. The 
mathematical model of the object is designed, the 
results of the numerical modeling of the displacement 
device is presented 
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Введение 

Исследования в области создания механизмов, имитирующих 

поведение реальных биологических прототипов – новое, активно 

развивающееся направление развития науки. Имитация или копирование 

принципов поведения живых организмов позволяет создавать устройства, 

обладающие уникальными свойствами, которые находят конкретное 

практическое применение. Именно к таким устройствам относятся 

«змееподобные» роботы. В дальнейшем под змееподобным роботом будем 

понимать совокупность твердых тел связанных между собой шарнирами, 

которые оснащены приводами вращательного движения, позволяющими 

совершать звеньям относительное движение [2-9].  
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В настоящей работе исследуется характер движения звеньев при 

воздействии на них различных управляющих моментов. 

Описание трехзвенного робота  

Рассмотрим ползающего робота, состоящего из трёх звеньев, общий 

вид которого приведен на рис. 1. Звенья 1 и 2, 2 и 3 соединены между 

собой приводами вращательного движения 4 и 5. Взаимодействие робота с 

поверхностью происходит при помощи опорных элементов 6 – 9.  

Описываемый робот отличается от известных тем, что  крайние 

точки звеньев устройства оснащены опорными элементами 6 - 9, силы 

трения в которых с поверхностью являются управляемыми величинами, 

что достигается применением специальных приводов, изменяющих 

свойства контактных поверхностей [7]. Это приводит к тому, что в 

определенные моменты времени силы трения могут фиксировать на 

поверхности требуемые точки звеньев робота, а могут быть равны нулю. 

Отсюда вытекает то, что существуют две принципиально различные фазы 

движения объекта. В первой фазе при наличии сил трения можно говорить 

о движении робота по шероховатой поверхности, при этом происходит 

изменение положения центра масс объекта, во второй фазе – по гладкой 

поверхности, такой вид перемещения используется для изменения 

конфигурации устройства.  

Фаза движения робота при отсутствии фиксации точек звеньев 

является наиболее сложной для моделирования, поэтому в данной работе 

уделено особое внимание исследованию поведения устройства именно в 

этой фазе. 
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Рис. 1. Общий вид робота: 1 – 3 – звенья, 4, 5 – приводы, 6 – 9 – опоры 

Математическая модель робота 
Для описания движения многозвенника введем абсолютную 

неподвижную систему координат Oxy и относительные системы координат 

Oixiyi, которые жестко связаны с точками О1, О2, О3. Углы φi определяют 

повороты систем координат Oixiyi  относительно Oxy (рис. 2).  

При разработке математической модели будем считать, что все 

звенья робота i=1÷3 являются абсолютно твердыми телами и представляют 

собой стержни длинами  li, массы mi которых сосредоточены в центрах их 

симметрии Сi.  

Положение звеньев механической системы описывается вектором 

обобщенных координат: 

( )Tqqqqqq 54321= ,    (2) 

в котором q1=хС1, q2=yС1 – координаты центра масс звена 1 в системе 

Оху, q3=φ1, q4=φ2 и q5=φ3 – углы поворота звеньев.    
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Рис. 2. Расчетная схема робота 

Система дифференциальных уравнений движения устройства 

записывается с использованием уравнений Лагранжа второго рода и в 

матричной форме имеет вид:  

FqqBqqA =+ 2)()( &&&     (3) 

где A(q) , B(q) - матрицы коэффициентов, F - матрица обобщенных 

сил: 
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( )TFFFFFF 5141312111= .    (5) 

Коэффициенты матрицы А(q) определяются по формулам: 

32111 mmma ++= , 012 =a , ( ) )(sin2 321113 mmla +−= ϕ , ( ) )2(sin2 322214 mmla +−= ϕ , 

( ) 33315 sin2 ϕlma −= , 021 =a , 32122 mmma ++= , ( ) )(cos2 321123 mmla += ϕ , 

( ) )2(cos2 322224 mmla += ϕ , ( ) 33325 cos2 ϕlma = , ( ) 113231 sin2)( ϕlmma +−= , 

( ) ϕcos2)( 13232 lmma += , 2
13

2
12133 25.025.0 lmlmJa ++= , ( ) )cos(2)5.0( 21213234 ϕϕ −+= llmma , 

( ) )cos(4 3131335 ϕϕ −= llma , ( ) 223241 sin2)2( ϕlmma +−= , ( ) 223242 cos2)2( ϕlmma += , 
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( ) )cos(2)5.0( 21213243 ϕϕ −+= llmma , )25.0( 2
23

2
22244 lmlmJa ++= , 

( ) )cos(2 3232345 ϕϕ −= llma , ( ) 33351 sin2 ϕlma −= , ( ) 33352 cos2 ϕlma = , 

( ) )cos(4 3131353 ϕϕ −= llma , ( ) )cos(2 3233254 ϕϕ −= mlla , 2
33355 25.0 lmJa +=  

Коэффициенты матрицы В(q) равны: 

011 =b , 012 =b , ( ) 113213 cos2)( ϕlmmb +−= , ( ) 223314 sin2)2( ϕlmmb +−= , 

( ) 33315 cos2 ϕlmb −= , 021 =b , 022 =b , ( ) 113223 sin2)( ϕlmmb +−= , 

( ) 223224 sin2)2( ϕlmmb +−= , ( ) 33325 sin2 ϕlmb −= , 031 =b , 032 =b , 033 =b , 

( ) )sin(2)5.0( 21213234 ϕϕ −+= llmmb , ( ) )sin(4 3131335 ϕϕ −= llmb , 041 =b , 042 =b , 

( ) )sin(2)5.0( 12213243 ϕϕ −+= llmmb , 044 =b , ( ) )sin(2 3232345 ϕϕ −= llmb , 051 =b , 052 =b , 

( ) )sin(4 1331353 ϕϕ −= llmb , ( ) )sin(2 2332354 ϕϕ −= llmb , 055 =b . 

Коэффициенты матрицы F записываются следующим образом: 

4433221111 coscoscoscos αααα FFFFF +++= , 

4433221121 sinsinsinsin αααα FFFFF +++= , 

( ) ( ) ( ) )sin(2)sin(2)sin(2 1414131312121231 ϕαϕαϕα −+−+−+= lFlFlFMF , 

)sin()sin( 42243223232141 αϕαϕ −+−++= lFlFMMF , )sin( 43343251 αϕ −+= lFMF . 

Моделирование движения робота 

 В качестве объекта моделирования рассматривается трехзвенный 

робот, массы и длины звеньев которого равны:  mi=1 кг, li=1 м. В качестве 

начальных условий моделирования используются нулевые: t=0 с, xС1=0 м, 

01 =Cx&  м/с, yС1=0 м, 01 =Cy& м/с, ϕ1=0 рад, ϕ2=0 рад, ϕ3=0 рад.  

Процесс нахождения численных значений угловых и линейных 

перемещений, скоростей и ускорений проведем в программной среде 

MathCad, с использованием специального алгоритма интегрирования, 

позволяющего считать вторые производные от обобщенных координат 

константами на интервале [ti, ti+h], где h – изначально заданный шаг по 

времени.  
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Цель моделирования -  исследование влияния действия моментов М12 

(М21) и М32 (М23) на перемещения звеньев системы при отсутствии 

фиксации звеньев на поверхности. 

Рассмотрим движение робота под действием момента М32, закон 

изменения которого описывается формулой: 







>
<<=

t*,  t,0
*,0  ,0

32
32

ttMM  при t* = 2 с, М32
0=1 Нм. 

Движение робота прекращается при достижении третьим звеном 

угла φ3=π.  

Положения звеньев механизма на плоскости в некоторые моменты 

времени приведены на рис. 3. 

 
а     б 

 
                        в        г  

 
                        д                  е 

Рис. 3. Положения звеньев на плоскости в моменты времени: а) t=0 с 

(начальное положение); б) t=0,25 с; в) t=0,5 с; г) t=0,75 с; д) t=0,9 с; е) 

t=1,05 с (конечное положение) при действии момента М32 
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                                а                                                                    б 

Рис. 4. Графики, полученные в результате численного моделирования: а) 

траектории движения центров масс  321 ,, ССC  звеньев; б)  график 

изменения углов поворота 321 ,, ϕϕϕ  звеньев относительно абсолютной 

системы координат ОXY  во времени 

По данным графикам видно, что звенья системы совершают сложное 

движение, причем звенья 1 и 3 всегда вращаются против часовой стрелки, 

а второе звено вначале поворачивается навстречу звеньям 1 и 3, а затем 

меняет направления вращения на противоположное. Центр масс системы - 

точка С - при этом остается неподвижным. 

В случае, если система движется под действием момента М21, 

изменяющегося по закону: 







>
<<=

t*,  t,0
*,0  ,0

21
21

ttMM  при t* = 2 с, М21
0=1 Нм, 

до выполнения условия φ2=π, положения звеньев робота в 

фиксированные моменты времени имеют вид, представленный на рис. 4. 

По графикам видно, что звено 2 устройства поворачивается против 

часовой стрелки до тех пор, пока не выполнится условие ϕ2=π, звенья 1 и 3 

при этом вначале вращаются по часовой стрелке, а затем меняют 

направление вращения и все звенья устройства поворачиваются против 
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часовой стрелки. Положение центра масс системы также остается 

неизменным. 

   
 а     б 

 
 в     г 

 
     д            е 

 
ж 

Рис. 5. Положения звеньев на плоскости в моменты времени: а) t=0 с 

(начальное положение); б) t=0,25 с; в) t=0,5 с; г) t=0,75 с; д) t=1 с; е) t=1,25 

с; ж) t=1.5 c (конечное положение) при действии момента М21 
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а                                                                    б 

Рис. 6. Графики, полученные в результате численного моделирования: а) 

траектории движения центров масс  321 ,, ССC  звеньев; б)  график 

изменения углов поворота 321 ,, ϕϕϕ  звеньев относительно абсолютной 

системы координат ОXY  во времени 

Рассмотрим движение объекта под действием моментов М12 и М32, 

имеющих одинаковые модули и противоположные направления и 

изменяющихся по следующим законам:  







>
<<=

*,  ,0
*,0  ,0

12
12 tt

ttMM






>
<<=

*,  ,0
*,0  ,0

32
32 tt

ttMM  

при t* = 2 с, М12
0= - 1 Нм, М32

0=1 Нм. 

В этом случае наблюдается симметричное движение звеньев 1 и 3 

относительно центра масс системы, звено 1 поворачивается по часовой 

стрелке, а звено 3 – против часовой, звено 2 движется поступательно в 

отрицательном направлении оси Оу (рис. 5). 

 
а     б 
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в     г 

 
д 

Рис. 7. Положения звеньев на плоскости в моменты времени: а) t=0 с 

(начальное положение); б) t=0,2 с; в) t=0,4 с; г) t=0,6 с; д) t=0,8 с (конечное 

положение) при действии моментов М12 и М32 

 

Заключение 

В работе рассматривается трехзвенный робот, силы взаимодействия 

опорных элементов которого с поверхностью являются управляемыми 

величинами. Представлена математическая модель объекта, описывающая 

фазы движения устройства при отсутствии взаимодействия опорных 

элементов конструкции робота с поверхностью, что соответствует 

движению робота по гладкой поверхности. Разработан алгоритм движения 

устройства, получены и проанализированы результаты численного 

моделирования перемещения робота по горизонтальной поверхности без 

учета сил сопротивления. 
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