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В работе рассмотрена система уравнений Дирака, 
описывающая динамику кварков  в метрике 
адронов. Вычислен магнитный момент и энергия 
связи нуклонов в случае ядра дейтерия. 
    

In this paper we consider a system of Dirac equations 
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The magnetic moment and the energy of the nucleons 
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Введение

Модели квантовой хромодинамики в плоской метрике широко 

используется для моделирования адронов и атомных ядер [1-5].  В работе 

[6] сформулирована модель метрики адронов, удовлетворяющая основным 

требованиям физики элементарных частиц и космологии. В  работе [7]

рассмотрена динамика кварков  в метрике [6] с векторным полем Янга-

Миллса. Получены результаты по магнитным моментам барионов, 

согласующиеся с экспериментом с высокой точностью. В настоящей 

работе рассмотрено применение модели динамики кварков к 

моделированию магнитных моментов и энергии связи нуклонов в ядре 

дейтерия в скалярном поле.   

Основные уравнения модели метрики адронов

Рассмотрим центрально-симметричную метрику вида  [6-8]   
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Здесь 
ij

ij   - метрический тензор пространства Минковского 

сигнатуры (- + + +), const - гауссова кривизна квадратичной формы 

222 )(  dd  , Функция ),( tr  определяется путем решения 

уравнений Янга-Миллса [8]. Всюду, где не оговорено, используется 

система единиц, в которой 1 c .

Среди всех решений уравнений Янга-Миллса, в случае метрики (1), есть 

такое, которое выражается через эллиптическую функцию Вейерштрасса 

[8]. В этом случае уравнения модели приводятся к виду [6]:
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Здесь обозначено: 32 , gg - инварианты функции Вейерштрасса, причем 

32
2 12g ; 0 – свободный параметр, связанный с выбором начал 

координат; ijijij
ij

jiij Tbbb   )(2 - тензор энергии-импульса материи. 

Отметим, что в этих обозначениях уравнения Эйнштейна имеют вид

ijijjiij Rbbb                                                   (3)

ijij
ij Rbb ; - тензор Риччи.

Положим 1,12 3
3

2  gg , тогда полупериоды функции Вейерштрасса 

определяются в виде  i61260.166501.0,33003.1 21   . Отметим, 

что  вычисление полупериодов и построение 3D изображений 

осуществлялось с использованием системы Wolfram Mathematica 9.0 [9]. 

В метрике (2) можно определить дефект решетки типа пузыря. В области 

пузыря  считаем, что  22 A , а во внешней области решение зададим в 

виде (2), имеем 
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На границах пузыря непрерывна функция A и ее первая производная,    

021
3

0
3 ,0),,,12/(12    Agg                               (5)

В частном случае решетки с инвариантами заданными в виде  

1,12 3
3

2  gg , находим первый ноль и соответствующее значение 

параметра метрики  1038034.2,0449983.30   . Отметим, что 

метрика во внутренней области пузыря является трехмерной, поскольку 

не содержит радиальной координаты. Действительно, используя уравнения 

(1) и (4), находим 

    
2

0
222 )(cos  dddt                                  (6)

Аналогично строится решение для других корней второго уравнения (5). 

Все эти решения отличаются только размером пузыря, тогда как значение 

параметра  не меняется. 

Всякий пузырь можно вывернуть наизнанку, просто изменив на 

противоположные неравенства (4).  В этом случае можно до определить 

метрику во внешней области пузыря, используя решение первого 

уравнения  (2), так, чтобы метрика внешнего пространства совпала с 

метрикой нашей Вселенной [6].  Наконец, третий тип частиц можно 

составить как комбинацию двух первых, в результате возникает пузырь, 

ограниченный   оболочкой конечной толщины.  

Преобразуем метрику (6) к стандартному виду. Для этого умножим 

обе части выражения (6) на постоянное число  и введем новые 

переменные, отличающиеся от старых переменных на постоянный 

множитель   ,  в результате находим

    
2222

1 sin  dddt                                   (7)
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Метрика (7) использовалась для моделирования структуры барионов [7], в 

том числе протона и нейтрона. 

Динамика кварков

Для описания динамики кварков во внутренней области пузыря  с 

метрикой вида (7) рассмотрим систему уравнений Дирака во внешнем поле 

Янга-Миллса. Отметим, что согласно (2) в метрике (7) тензор энергии 

импульса является постоянным. Следовательно, будем предполагать, что  

поле Янга-Миллса во внутренней области пузыря сводится к некоторой 

совокупности констант. В настоящей модели использованы три константы, 

а само поле описывается скалярным и векторным потенциалом

),( bbb AB  

Кроме того, будем учитывать электромагнитное поле, которое 

генерируют кварки. Используя результаты работы [10], преобразуем 

уравнение Дирака к криволинейным координатам (7). Имеем систему 

уравнений
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b
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Здесь обозначено   aba
b

ab mAq ,,,,  


- матрицы Дирака, параметры 

взаимодействия, векторный потенциал, волновая функция и эффективная 

масса поля кварка a входящего в состав частицы b  соответственно. 

Матрицы Дирака в метрике (7) имеют вид
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В этих обозначениях оператор Дирака в метрике (7) можно 

представить в форме 
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Поскольку кварки обладают электрическим зарядом, они генерируют 

электромагнитное поле, посредством которого взаимодействуют друг с 

другом. Для описания этого взаимодействия используем уравнения 

квантовой электродинамики в форме

 etaaab Aq )( 22                                                 (9)

Здесь ce /2 - постоянная тонкой структуры, 
 aaa  ,0

-

сопряженный (по Эрмиту) вектор. Таким образом, предполагаем, что токи 

и заряды кварков суммируются, создавая коллективное поле, с которым 

кварки взаимодействуют в соответствии с уравнениями (8). 

Система уравнений (8)-(9) использовалась для моделирования динамики 

кварков в случае барионов [7]. В простейшем случае, в котором 

учитывается только одно электромагнитное поле, модель содержит 

3х4+3=15 нелинейных уравнений в частных производных. Для понижения 

порядка системы представим решение уравнений (8)-(9) в форме 
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Здесь ,L - проекция углового момента на выделенную ось и 

энергия системы соответственно. Система уравнений Дирака для случая 

представления решения в форме (10), приводится к виду, 
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Здесь предполагается, что YMebYMeb AAA  , .  

Отметим, что масса и заряд являются индивидуальными для каждого 

кварка, а момент и энергия всей системы выбираются из условия 

образования стоячих волн вдоль меридиональной координаты.  Вычисляя 

ток в левой части уравнения (9) и оператор набла в правой части, находим 

уравнения, описывающие электродинамическую часть потенциала
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0aa  
.

Здесь по индексу a осуществляется суммирование по всех кваркам, 

входящим в систему. Таким образом, в случае нуклонов задача сводится к 

решению системы из 14 обыкновенных дифференциальных уравнений, а в 

случае дейтрона число уравнений в системе вырастает до 26. 

Как известно, электромагнитные свойства элементарных частиц 

характеризуются электрическим зарядом и магнитным моментом. Поэтому 
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параметры поля Янга-Миллса, фигурирующие в уравнениях (11),   должны 

быть связаны с величиной заряда и магнитного момента системы кварков, 

которые для данной системы определяются следующим образом
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В качестве единицы измерения массы возьмем 1 МэВ, тогда 

параметры поля Янга-Миллса, векторный потенциал и энергия системы 

будут выражаться в единицах МэВ. Единицей магнитного момента в этом 

случае является BBeq mMeVe  0219978.12/   , где B - магнетон 

Бора. Сомножителем здесь выступает удвоенная масса электрона, 

выраженная в принятых единицах массы.   

  

Модель нуклонов  

Влияние векторного потенциала на параметры барионов 

исследовалось в работе [7]. Было установлено, что масштаб изменения 

параметров векторного поля Янга-Миллса не превышает 1 МэВ. 

Следовательно, можно исключить это поле из рассмотрения, заменив его 

скалярным потенциалом, влияющим на эффективную массу кварков [11]. 

Решение системы уравнений (11)-(12) с нулевым векторным потенциалом 

Янга-Миллса можно получить в виде ряда по степеням параметра  .  Для 

системы кварков основное состояние с нулевым моментом представляется 

в стандартном виде (10) с постоянными функциями if :

abab gfffffL  4321 ,0,,0                                          (14)
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В случае (14) система уравнений (11) с нулевым векторным 

потенциалом приводится к виду:

abababababab mfmg   ,0)(2                                             (15)

Вычисляя компоненты 4-вектора тока, и используя первое условие 

нормировки (13), находим

)1(4

1
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22220
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                          (16)

Используем полученные результаты для вычисления магнитных 

моментов нейтрона и протона. Общие  свойства исследуемых нуклонов и 

кварков представлены в таблицах 1-2. 

Таблица 1. Свойства барионов

Таблица 2. Свойства кварков

  

Если предположить, что в составе протона кварки типа u имеют 

противоположно направленные спины, а в составе нейтрона кварки 

d имеют противоположно направленные спины, тогда магнитный момент 

протона зависит от эффективной массы d кварка, а магнитный момент 
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нейтрона зависит от эффективной массы u кварка. В этих 

предположениях находим

.,;,,
)1(3

2
/ 2 duapnb

m

qm

ab

abab
qb 


                         (17)

В случае протона имеем  3105544916.1/ qp  , соответственно 

уравнение (17) имеет два корня

MeVMeVmdp 948.142;00699556.0 .                          (18)

Для нейтрона 
31006479466.1/ qn  , а эффективная масса u кварка 

имеет два значения: 

MeVMeVmun 397.417;0023958.0 .                          (19)

Следовательно, в каждом случае  имеем два корня уравнения (17). Один из 

них соответствует очень малой энергии кварков порядка нескольких кэВ.  

  

Модель дейтрона

Как известно, нуклоны объединяются в атомные ядра под влиянием 

ядерных сил. Однако сами ядерные силы долгое время оставались 

загадкой, не смотря на многочисленные феноменологические модели, в 

которых ядерные силы моделировались гипотетическими потенциалами 

типа потенциала Юкава, Вудса-Саксона или квантового гармонического 

осциллятора, положенного в основу модели ядерных оболочек [12]. 

Заметный прогресс в моделировании ядерных сил связан с развитием 

квантовой хромодинамики [13-14] и численных моделей нуклонов и 

легких ядер [1-5].   

Объединяя два пузыря, путем погружения одного пузыря в другой, 

приходим к метрике ядра дейтерия — рис. 1. В этом  случае возможны две 

комбинации, когда нейтрон погружен в протон — структура D={n,p}, и 

когда протон погружен в нейтрон, D={p,n}. 
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Можно предположить, что нуклоны образуют атомные ядра в 

состоянии с низкой энергией кварков.  Эффективная масса кварка связана 

с массой покоя и потенциалом скалярного поля линейным уравнением [11]

babaab mm                                                  (20)

Здесь ab - параметр взаимодействия кварков с полем Янга-Миллса. 

Таким образом, если предположить, что в основном состоянии 

эффективная масса совпадает с минимальным корнем уравнения (17), то из 

уравнения (20) следует простая оценка

.,;,, pnbduam baba                                                   (21)

Рис. 1. Модель метрики ядра дейтерия: слева протон погружен в 

нейтрон, в центре нейтрон погружен в протон, справа геометрия двух 

метрик типа (7).  

Используя приведенную выше модель барионов, можно оценить 

магнитный момент и энергию связи нуклонов в ядре дейтерия. Будем 

предполагать, что спины нейтрона и протона параллельны. Тогда 

магнитный момент системы оценивается просто как сумма магнитных 

моментов протона и нейтрона, что составляет 
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NNpnD  879805.0)91304272.1792847356.2(        

(22)

Здесь N - ядерный магнетон. Экспериментальное значение 

магнитного момента дейтрона  равно ND  85743823.0 ,  что отличается 

от величины в правой части (20) на 2.6%. 

Энергию связи можно оценить, используя гипотезу, что общая 

энергия связи складывается из разности потенциалов Янга-Миллса, тогда в 

случае системы  D={p,n}, состоящей из протона в нейтроне — рис. 1, 

имеем с учетом (21) 

MeVmE ub 2.2                                     (23)

Полученная оценка лишь на 1% отличается от энергии связи 

дейтрона MeVEb 22457.2 . Детальный расчет магнитных моментов и 

энергии связи осуществляется в рамках численной модели, описанной в 

работе [7]. Объединенная модель дейтрона включает 26 обыкновенных 

дифференциальных уравнений, которые решаются численными методами, 

реализованными в системе [9]. 

Возникает вопрос, почему в природе не реализуется комбинация 

нуклонов типа нейтрона вложенного в протон  с энергией связи порядка 

массы d кварка? Можно предположить, что эта комбинация реализуется в 

ядре трития, которое состоит из двух нейтронов и одного протона - рис. 2. 

В этом случае полная энергия связи составляет 8.4818 МэВ, что близко к 

величине суммарной массы u и d кварков. 
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Рис. 2. Модель метрики ядра трития. 

Можно предположить, что и в общем случае при любом числе 

нуклонов атомные ядра организованы по принципу вложенных оболочек. 

Эта гипотеза согласуется с теорией ядерных оболочек [12,15-16]. Отметим, 

что в [15-16] ядерные силы моделировались векторным потенциалом в 

пространстве пяти измерений на основе модифицированной теории 

Калуцы-Клейна. В рамках этой модели была вычислена энергия связи 

нуклонов для всех известных нуклидов. 

Таким образом, развитая модель позволяет объяснить природу 

ядерных сил, которые обусловлены, главным образом, метрикой барионов

и топологией атомных ядер. Сами ядра состоят из оболочек с метрикой 

типа (7) и остова, состоящего из глюонного конденсата. Такая модель 

позволяет описать свойства всех известных нуклидов [15-16] и адронов 

[17-18]. 

Наконец заметим, что результаты исследования свойств атомных 

ядер на основе сформулированной модели можно применить для решения  
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проблемы многих тел в квантовой теории, в частности, для описания 

свойств многоэлектронных атомов [15].   
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