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Введение 

В современных сельскохозяйственных машинах широко 

применяются рабочие органы и детали, ослабленные различными 

внутренними и внешними концентраторами напряжений. К внутренним 

концентраторам, например, относятся вырезы, выступы, отверстия, резкие 

переходы от одного сечения к другому. К внешним – твердые тела в зоне 

контакта (опоры, подшипники, пальцы, втулки и т.д.). При загружении 

деталей в близи границ концентраторов возникают значительные местные 

напряжения, которые могут неблагоприятно сказаться на прочности 

деталей. 

Проблемам определения напряжений возле внутренних и внешних 

концентраторов посвящена обширная область теории упругости и 

механики разрушения. Однако способы исследования, как правило, не 

связаны между собой, поэтому отыскание единого подхода в исследовании 
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обеих проблем одними и теми же аналитическими методами остается 

актуальной краевой задачей механики деформируемого твердого тела. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим упругое тело единичной толщины произвольной 

формы, изображенное на рисунке 1, на которое действуют внешние 

нагрузки Рn и находящееся в состоянии равновесия. 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема плоского тела 

 

Оси x, z проведем через центр тяжести тела. Рассмотрим 

произвольную точку А. 

Для исследования напряженно-деформированного состояния 

воспользуемся уравнениями Ламе без учета массовых сил [1]: 

( )

( ) 








=
∂
Ψ∂

+∆−

=
∂
Ψ∂

+∆−

,021

,021

z
wν

x
uν

,     (1) 
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Известно, для решения такой задачи может быть использовано 

интегральное преобразование Фурье [2], а именно, решение уравнений (1) 

ищем в виде: 

( )

( ) 











⋅=

⋅=

∫

∫
∞+

∞−

−

+∞

∞−

−

.,
2
1

,,
2
1

αdezαW
π

w

αdezαU
π

u

xαi

xαi

     (2) 

После подстановки (2) в (1) имеем систему уравнений, решение 

которой может быть представлено в форме 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 




+−++−=
+++=

],[
,

221221

2121

zαshzAαkBAzαchzBαkABiW
zαshzBαBzαchzAαAU  

где νk 43−= ; An, Bn (n=1, 2) – постоянные, подлежащие 

определению из граничных условий. 

Таким образом, перемещения u и w имеют вид: 
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Далее по известным формулам могут быть найдены деформации: 
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а по закону Гука – напряжения 
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где G – модуль сдвига. 

 

Граничные условия 

Рассмотрим произвольный элемент плоского тела, показанный на 

рисунке 2, с горизонтальным сечением, в котором действуют напряжения 

σz0, τ0. 

Зададимся следующими граничными условиями: 

1) Из условий симметрии и при отсутствии жесткого перемещения 

тела 

( ) ( ) 00;00;0 == wu ; 

2) ( ) 00; zz σzxσ = , 0zlx ≤ ; 

3) ( ) 00; τzxτ = , 0zlx ≤ . 
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Рис. 2 Произвольное горизонтальное сечение плоского тела 

 

Из первого граничного условия с учетом (3) получаем 

A1=0; B1=kA2. 

Пусть на интервале 00 zz lxl ≤≤−  функции σz0 и τ0 непрерывны и 

абсолютно интегрируемы. В этом случае имеют место преобразования и 

соответствующие обращения Фурье 
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После ряда преобразований выражения (3) примут вид: 
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Краевая задача 

Если рассматривать σz0, τ0 в качестве местных напряжений, то, 

очевидно, они в основном должны зависеть от значения перемещений u и 

w на линии интегрирования 00 zz lxl ≤≤−  (линии контакта тел или 

сопряжения частей упругого тела) и мало зависеть от высоты z0. 

Для того чтобы «избавиться» от z0 устремим ее к бесконечности, 
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здесь u1, w1, τ1, σ1z – местные перемещения и напряжения, а через l 

обозначено lz0 при z0→∞. 

Составляющие компоненты деформаций примут вид: 
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Внутренние интегралы, согласно [2], можно записать 
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Таким образом, выражения (4) и (5), можно переписать 
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Умножим уравнение (6) на i и сложим с (7): 
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Выражение (8) представляет собой характеристическую часть 

особого (сингулярного) интегрального уравнения с постоянными 

коэффициентами a и b на отрезке [-l;l], решение которого сводится к 

краевой задаче Коши-Римана [4, 5]. В общем виде его можно представить 
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Например, при наличии двух узлов на концах линии 
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где а*, b* - действительные числа, определяемые по формулам 
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−

−
+

−=
l

l

ξd
xξ
ξf

ξl
ξl

xl
xl

iπ
bxfaxφ

*
* ; 

- в случае неограниченного решения при x=-l и ограниченного при 

x=l 

( ) ( ) ( )
∫
+

− −−
+

+
−

−=
l

l

ξd
xξ
ξf

ξl
ξl

xl
xl

iπ
bxfaxφ

*
* ; 

- в случае ограниченного решения на обоих концах отрезка [-l;l] 

( ) ( ) ( )
( )∫

+

− −−
−−=

l

l

ξd
xξξl

ξfxl
iπ

bxfaxφ
22

22
*

* , 

причем в последнем случае решение существует тогда и только 

тогда, когда  

( )
∫
+

−

=
−

l

l

ξd
ξl
ξf 0

22
. 

 

Заключение 

Особое интегральное уравнение (8) может быть использовано для 

решения краевых задач теории упругости возле различных концентраторов 

напряжений на каком-либо отрезке интегрирования, в качестве которого 

может служить как внешний контур тела, так и какая-либо линия 

сопряжения внутри плоского тела. После определения напряжений на 

границе области можно переходить к решению плоской задачи с 

последующей оптимизацией (обратная задача). 

http://ej.kubagro.ru/2012/06/pdf/14.pdf
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