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Корневые многочлены  
 

 Пусть K  − поле и K  − алгебраическое замыкание  поля K . 

Унитарный многочлен (многочлен со старшим коэффициентом, равным 1) 

)(xf  из ][xK  называется нормальным над K , если все его корни 

рациональным образом выражаются над K  через любой корень 

многочлена ).(xf  

 Пусть )(xf  − нормальный многочлен над K , т.е. 

),(...)()( 1 nxxxf θθ −⋅⋅−=  

где  Ki ∈θ  и )( 1θθ ii g=  для всех ,,...,2,1 ni =  где )(xg i  − многочлены из ][xK  

степени, меньшей n . 

 Многочлены )(xg i  однозначно определены многочленом )(xf . Если 

он неприводим в ][xK , то их называют корневыми многочленами для ).(xf  

 Заметим, что ,)(1 xxg =  образуем множество корневых многочленов 

{ }.,...,, 21 nggxgS ==  Пусть степень ),(xf  равная ,n  будет больше двух и K  − 

формально вещественное поле. В этом случае H. Kleiman [3] доказал 

следующие теоремы. 
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фициентами в формально вещественном поле K  однозначно определяется 

множеством { },, 2−= naST  где S  − множество корневых многочленов для ).(xf  

Кроме того, множество S  содержит по крайней мере один нелинейный 

многочлен, при условии что .2>n  Если множество S  содержит корневой 

многочлен степени два, то нормальный многочлен )(xf  однозначно 

определяется множеством .S  

 Пусть )(xnΦ  − круговой многочлен порядка ,6, >nn  следовательно, 

степень многочлена )(xnΦ  больше или равна 4.  

 Теорема 2. Каждый многочлен в классе круговых многочлен степени 

4≥  однозначно определяется своими корневыми многочленами. 

 Теорема 3. Пусть K  − поле характеристики 0. Пусть ][)( xKxf ∈  − 

неприводимый над K  многочлен  и все корни многочлена )(xf  являются 

линейными функциями от одного корня .α  Тогда поле разложения 

многочлена )(xf  есть циклическое расширение поля K  и поле K  содержит 

первообразный корень n -ой степени из единицы. 

 H. Muthsam доказал следующее утверждение [4].  

 Теорема 4. Пусть K  − формально вещественное поле, )(xf  − 

неприводимый нормальный многочлен степени 1>n  из ],[xK  корни 

которого линейно независимы над .K  Тогда множество S  корневых 

многочленов для )(xf  однозначно определяет ).(xf  

 K. Girstmair [1] исследовал нормальные многочлены третьей степени 

(т.е. циклические многочлены) над полями K  характеристики неравной 2 и 

3. 

 Пусть 32
2

1
3)( azazazzf +++=  − циклический многочлен из ][xK  с 

дискриминантом )( fD  и корневыми многочленами: 

,1 zw =   ,2021
2

222 ωωω ++= zzw   ,3031
2

323 ωωω ++= zzw  
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где ],[, 32 xKww ∈   0,0 3222 ≠≠ ωω . Тогда справедлива теорема [3]: 

 Теорема 5. Циклический кубический многочлен ][)( zKzf ∈  

однозначно определяется своими корневыми многочленами. 

 Если для простоты обозначим нетривиальный корневой многочлен 

2w  в виде 

,01
2

22 ωωω ++= zzw  

то коэффициенты циклического многочлена  32
2

1
3)( azazazzf +++=  можно 

найти из соотношений: 
),( 30201 ωω +−=a  

                                             ,
2

3)1(

2

0112
2
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2 ω
ωωω +−+

=
aa

a                                          

.
3

)21(
3 2

01121
2
1
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1

213 ω
ωωω aaaaaaa

−+−
+−=  

 С этими условиями справедлива теорема [3]. 

 Теорема 6. Пусть K  − поле характеристики, неравной 2 и 3, и не 

содержащее корней третьей степени из единицы. Тогда квадратный 

многочлен ,01
2

2 ωωω ++= zzw  где ,02 ≠ω  K∈012 ,, ϖωω , является корневым 

многочленом некоторого циклического кубического многочлена )(xf  

только если элемент  

84)1()( 20
2

1 −−−= ωωωwr  

есть квадрат в поле :K  .,)( 2 Kqqwr ∈=  В этом случае существуют два 

многочлена ,)( 32
2

1
3

iiii azazazzf +++=   2,1=i с корневым многочленом  w : 

,
2

13

2

1
11 ω

ω q
a

++
=    

2

1
21 2

13
ω

ω q
a

−+
=  

и коэффициенты ,, 32 ii aa  2,1=i  определяются с помощью 2111, aa   и w  из 

соотношений (теорема 5). 
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Построение корневых многочленов для некоторого кубического 

циклического многочлена над полем K  характеристики 2 

 

  Пусть K − поле и baxxxf ++= 3)(  − неприводимый многочлен 

над K  с циклической группой Галуа 3C , то есть любые два корня этого 

многочлена рациональным образом выражаются над полем K  через третий 

оставшийся корень. Пусть γβα ,,  − корни )(xf , тогда: 

                         2
2 )( αααβ CBAr ++== ,   2

1113 )( αααγ CBAr ++== ,                      (1) 

где  111 ,,,,, СBACBA  из поля K . 

 Нетрудно доказать, что в случае неприводимости многочлена )(xf  

коэффициенты C  и 1C  неравны нулю, при этом многочлены )(2 xr  и )(3 xr  

имеют вид: 

                                   2
2 )( CxBxAxr ++= ,   2

1113 )( xCxBAxr ++= ,                          (2) 

и их называют корневыми многочленами для циклического многочлена  

)(xf . 

 Пусть )( fD  − дискриминант многочлена baxxxf ++= 3)( , то есть: 

.274)( 23 bafD −−=  

 В случае циклического многочлена )(xf  дискриминант ,)( 2dfD =   

,Kd ∈  и для поля K  характеристики неравной 2 и 3, Girstmair [1] доказал, 

что в равенствах (1) и (2) имеем: 

                  ,3
2
1

2
92)( 2

2

2 x
d
ax

d
b

d
axr −






 −+−=       .3

2
1

2
92)( 2

2

3 x
d
ax

d
b

d
axr +






 −+=          (3) 

 Формулы (3) дают явный вид корневых многочленов для  ),(xf  но эти 

формулы не имеют смысла, если поле K  имеет характеристику 2 или 3. 

 Рассмотрим далее случай, когда поле K  имеет характеристику 2 и в 

][xK  существуют циклические многочлены третьей степени. 

 Всякий многочлен 3-ей степени над полем K  с помощью 

соответствующей линейной подстановки может быть приведен к виду: 
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                                                     baxxxf ++= 3)( .                                              (4) 

 В работе [2] было доказано, что неприводимый над K  многочлен 

вида (4) имеет циклическую группу Галуа над полем K  характеристики 2, 

только если уравнение (5): 

                                                   0232 =+++ babyy                                              (5) 

имеет корни в поле K .  

Найдем в этом случае явный вид корневых многочленов. Пусть        

α  − произвольный корень многочлена ][)( 3 xKbaxxxf ∈++= , характеристика 

поля K  равна 2 и группа Галуа многочлена )(xf  − циклическая третьего 

порядка. Тогда многочлен )(xf  примет вид: 

                                      ))(()( 223 ααα +++−=++= axxxbaxxxf .                         (6) 

Пусть остальные два корня 2α  и 3α  многочлена )(xf  представляются в 

виде: 

                                       ,2
2 ααα CBA ++=     ,2

3 ααα SNM ++=                          (7) 

где  коэффициенты ,,,,,, KSNMCBA ∈  а 2α  и 3α  являются корнями 

многочлена .)( 22 αα +++= axxxg  Поэтому, справедливы следующие 

соотношения: 

                                               ,32 ααα =+    .2
32 ααα +=⋅ a                                   (8) 

 Из (8) ввиду неприводимости многочлена )(xf  над полем K  имеем: 

,1=+ NB   ,0=+ MA   ,0=+ SC   откуда ,MA =  ,1+= BN  .SC =  Таким образом: 

,2
2 ααα CBA ++=   .)1( 2

3 ααα CBA +++=  

Так как 0)()()( 2222
2 =++++⋅+++= ααααααα aCBACBAg , то, имеем: 

.023242222 =+++++++ αααααα aCBACBA  

Учитывая соотношения  

,3 ba += αα   ,24 ααα ba +=  

получаем следующее равенство: 

.0)()( 2222222 =+++++++++ ααααααα abaCBAbaCBA  
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Отсюда имеем систему уравнение: 

                                                









=+++

=++

=++

.01

,0

,0

22

2

2

BaCB

CaAbC
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                                              (9) 

Из третьего уравнения системы получаем  

2

2 1
C

BBa ++
= , 

и так как ,0≠C  то из второго уравнения системы (9) имеем: 

.1
1

3

2

2

2

2 C
BBCA

C
C

BBA

C
CaAb +++

=

++
+

=
+

=  

Тогда, из первого уравнения системы (9) следует равенство 

.011
2

2

3

2
2 =

++
+

+++
⋅+

C
BB

C
BBCACA  

 Упрощая последнее равенство, получаем: 

                                                    .0)1( =+ACAC                                                  (10) 

Из последнего равенства, учитывая, что 0≠C  имеем только две 

возможности для :A  или ,0=A  или .1
C

A =  В первом случае ,1
2

2

C
BBa ++

=  

3

2 1
C

BBb ++
=  и тогда, многочлен )(xf  имеет вид: 

                                       .11)( 3

2

2

2
3

C
BBx

C
BBxxf ++

+
++

+=                                  (11) 

В этом случае корневыми многочленами являются: 

                                     ,)( 2
2 CxBxxr +=   2

3 )1()( CxxBxr ++= .                              (12) 

Если многочлен )(xf  вида (11) при данных KCB ∈,  неприводим над ,K  то 

это − циклический многочлен. 

 Во втором случае, когда 
C

A 1
=  имеем 

C
BBa 12 ++

= ,  3

2

C
BBb +

=  и 

многочлен )(xf  принимает вид: 
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                  .)()1(1)( 32223
3

2

2

2
3 ABBxABBx

C
BBx

C
BBxxf +++++=

+
+

++
+=           (13) 

В этом случае корневыми многочленами являются: 

                              ,1)( 2
2 x

A
BxAxr ++=    .1)1()( 2

3 x
A

xBAxr +++=                        (14) 

Если многочлен )(xf  вида (13) при данных KAB ∈,  неприводим над ,K  то 

это − циклический многочлен. 

 Таким образом, мы получили следующую теорему: 

 Теорема 1. Над полем K  характеристики 2, допускающим 

циклические расширения степени 3 циклические многочлены третьей 

степени имеют вид (11) или (13), при этом для многочленов вида (11) 

корневые многочлены описываются равенствами (12), а для многочленов 

вида (13) корневые многочлены определяются равенствами (14). 

 Рассмотрим некоторые примеры. 

 Пример 1. Пусть ),(2 tZK =  ,1=B   ,1
t

C =  тогда 

.)( 323 txtxxf ++=  

Этот многочлен неприводим над ),(2 tZ  так как элементы 32 ,,,1 ttt  не 

являются его корнями. Поэтому этот многочлен является циклическим и 

его корневые многочлены имеют вид: 

,1)( 2
2 x

t
xxr +=   2

3
1)( x
t

xr = . 

Нетривиальные автоморфизмы поля разложения многочлена )(xf  над K  

определяются отображениями: 

 

 

 

=





 +⋅+






 +⋅+=++

2
222 11)( αααααασ

t
k

t
nmknm  

( )=+++++=++++= ααααααααα 322
2

224
2

22 1 tt
t
kk

t
nnmk

t
k

t
nnm  
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,)( 2222 ααααααα
t
nktnmktkk

t
nnm +++=+++++=   ;,, Kknm ∈  

  

,)( 222 ααααα 





 +++=+++= k

t
nktmktk

t
nm   .,, Kknm ∈  

 Пример 2. Пусть поле )(2 tZK = ,  ,1=A  .tB =  Тогда из (13) имеем: 

).()1()( 223 ttxttxxf +++++=  

Этот многочлен неприводим в )(2 tZ , так как элементы  1,,1 +tt  не являются 

корнями этого многочлена, следовательно, это − циклический многочлен с 

корневыми многочленами: 

,1)( 2
2 xtxxr ++=    .)1(1)( 2

3 xxtxr +++=  

Если α  − один корень многочлена ),(xf  то два других корня этого 

многочлена есть: 

,1)( 2
2 αααβ ++== tr   2

3 )1(1)( αααγ +++== tr  

и  нетривиальные автоморфизмы поля разложения многочлена )(xf  над K  

определяются отображениями: 

,))(())(()( 2
22

2 αααασ rkrnmknm ++=++  

,))(())(()( 2
33

22 αααασ rkrnmknm ++=++  

где  .,, Kknm ∈  

 Пусть K  − поле характеристики 2, над которым существуют 

циклические расширения степени 3, т.е. существуют циклические, 

неприводимые над K  кубические многочлены с коэффициентами из поля 

.K  Покажем, что при определенных условиях на поле K  циклические 

многочлены третьей степени не имеют трех линейных корневых 

многочленов. 

 Пусть qpxxxf ++= 3)(  − неприводимый над полем K  циклический 

многочлен и ,α  ,ba +α   dc +α  − его корни, т.е. ,x  ,bax +  ,dcx +  где Kdcba ∈,,,  

его корневые многочлены. 
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 Так как ,0)()( =++++ dcba ααα  то ,01 =++ ca   ,0=+ db  откуда получаем 

,1+= ac   ,db =   и значит, ,α  ,ba +α  ba ++ α)1(  − корни многочлена ).(xf  Тогда: 

                             .))1)((())1(()( pbababaa =++++++++⋅ αααααα                      (15) 

Упрощая равенство (15), получаем: 

,)1( 222 pbbaa =++++ αα  

откуда ,0=b  ,0=p  .012 =++ aa   

 Итак, в рассматриваемом случае (когда все три корневых многочлена 

у )(xf  циклические), имеем: qxxf += 3)(  и уравнение 012 =++ xx  имеет 

корень в поле .K  

 Поле )(2 tZK =  допускает циклические расширения третьей степени и 

уравнение 012 =++ xx , очевидно, не имеет корней в поле ).(2 tZ  Таким 

образом, циклические многочлены третьей степени с коэффициентами из 

)(2 tZ  имеют один линейный корневой многочлен x  и два многочлена 2-ой 

степени, так как, очевидно, двух линейных корневых многочленов и 

одного 2-ой степени не может быть у циклического многочлена 3-ей 

степени над полем любой характеристики. 
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