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Как известно, в общем случае вычисление группы Галуа многочленов 

является трудоемкой работой. Для многочленов степени от 2 до 5 известны 

критерии, позволяющие вычислять группы Галуа. Построим 

параметрические триномы третей, четвертой, пятой и n-ой степеней с 

группами Галуа 543 ,, AAA  и nA  соответственно. Также для целых 7≥n  

покажем, как можно построить бесконечное число триномов степени n , 

группа Галуа которых над полем Q  изоморфна альтернативной группе 

Галуа nA . 

Трином третьей степени 

Для этого случая имеется ровно два вида триномов: baxx ++3  и 

baxx ++ 23 . Известно, что для того, чтобы группа Галуа данных полиномов 

была изоморфна знакопеременной группе 3A  необходимо и достаточно, 

чтобы выполнялись следующие условия [1]: 

1) данный полином должен быть неприводимым над основным полем 

(т.е. над полем Q ); 
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2) его дискриминант )( fD  должен быть квадратом некоторого 

элемента поля Q . 

Для реализации группы 3A  надо решить диофантово уравнение: 

                                                   223 274 kba =−−                                                (1)                                                                         

для триномов вида  baxx ++3  и  

                                                   223 274 kbba =−−                                                (2)                                                                         

для триномов вида baxx ++ 23 .   

Найдем частное решение для уравнения (1): пусть cbca 2,3 == , тогда 

( ) 2232 132)( kccfD =−−⋅⋅⋅=  ⇒  13 2 −−= kc . Следовательно,  )13(3 2 −−= ka  и   

)13(2 2 −−= kb .  

Таким образом, трином (1) имеет следующий параметрический  вид: 

),13(2)13(3)( 223 −−+−−+= kxkxxf  

и его дискриминант есть  квадрат: ( )[ ]222 1332)( −−⋅⋅⋅= kkfD . Поэтому его  

группа Галуа 3AfGalQ ≅ . 

Пример 1. Пусть 2=k , тогда  многочлен 2639)( 3 −−= xxxf − 

неприводим  над полем Q , дискриминант 22 ))13(6()( −⋅=fD , поэтому группа 

Галуа данного многочлена над Q  изоморфна 3A . 

Найдем частное решение для уравнения (2):  пусть ca 3= ,  22cb = , тогда 

( ) 2432 1232)( kccfD =−−⋅⋅⋅=  ⇒  
2

13 2

−
+

=
kc .  Следовательно,  

2
)13(3 2

−
+

=
ka  и   

22

2
132 











−
+

⋅=
kb . 

Таким образом, мы получили многочлен 
22

2
2

3

2
132

2
133)( 











−
+

⋅+⋅










−
+

⋅+=
kxkxxf , 
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и его дискриминант есть квадрат: 
222

2

2
1332)(


























−
+

⋅⋅⋅=
kkfD .  Поэтому его  

группа Галуа 3AfGalQ ≅ . 

      Таким образом, можно получить бесконечно много триномов с группой 

Галуа 3A . 

Трином четвертой степени 

Для триномов четвертой степени известно, что для того, чтобы группа 

Галуа данного полинома была изоморфна знакопеременной группе 4A , 

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия  [1]: 

 1) данный полином должен быть неприводимым над основным 

               полем (т.е. над полем Q ); 

          2) его дискриминант должен быть квадратом некоторого элемента 

               поля Q ; 

    3) резольвента ( ) )4(4)( 2223 cbddaxdacbxxxr +−−−+−= , где  dcba ,,,  – 

  коэффициенты данного полинома, должна быть неприводима над 

  основным полем Q . 

 Дискриминантом для данного многочлена является выражение вида  

.34)( 4334 abfD −=  Сделаем так, чтобы он был квадратом в поле Q ; пусть 

,4ca =  cb 3=  ( Qc∈ ), тогда: ( ) ( )ccccfD −=−= 1344334)( 34443334 . Пусть теперь 

231 ctc =− , }0{\Qt ∈ , тогда 
13

1
2 +

=
t

c  и  
( ) ( ) ( )42

244

2

2

32

3
4

13

34
13

3

13

34)(
+

=
+

⋅
+

=
t

t
t

t

t
fD . 

 Теорема 1. Пусть многочлен 
13

3
13

4)( 22
4

+
+

+
+=

t
x

t
xxf  является 

неприводимым над полем Q  и }0{\Qt ∈ . Тогда группа Галуа этого 

многочлена над полем  Q  изоморфна 4A , если многочлен 

222
3

)13(
16

13
12)(

+
−

+
−=

t
x

t
xxr  неприводим над полем .Q  
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 Доказательство. Дискриминант данного многочлена есть 

( )

2

22

22

13

34)(












+
=

t

tfD , т.е. является квадратом некоторого элемента поля Q . 

Резольвента для этого многочлена имеет вид 
( )222

3

13
16

13
12)(

+
−

+
−=

t
x

t
xxr , 

и,  если она неприводима, то, согласно вышеприведенным условиям, 

группа Галуа 4AfGalQ ≅ .   

 Пример 2.  Пусть ,1=t  тогда 4)( xxf =
4
3

++ x  − неприводим над Q ,  

резольвента 13)( 3 −−= xxxr  − неприводима над Q , дискриминант 

многочлена 2981)( ==fD . Следовательно, по теореме 1, группа Галуа этого 

многочлена изоморфна 4A  над полем Q . 

Замечание. 1) Можно доказать, что если 13 2 +t  не есть квадрат 

рационального числа, то многочлен )(xr  неприводим над ;Q   

2) как показывают вычисления на Maple, многочлен )(xr  до 

10000≤t всегда является неприводимым над .Q  

Трином пятой степени 

Для триномов пятой степени известно, что для того чтобы он имел 

группу 5A  в качестве группы Галуа, необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялись следующие условия [2]: 

1) данный многочлен должен быть неприводимым над основным 

полем (т.е. над полем Q ); 

2) его дискриминант должен быть квадратом некоторого элемента 

поля Q ; 

3) резольвента ( ) zxfDazaazzzg ))((5155)(
23223 −++−= , где ))(( xfD  − 

дискриминант многочлена )(xf  не имеет корней в поле Q . 

Дискриминантом для данного многочлена имеет вид 5445 45)( abfD += . 

Сделаем так, чтобы он был квадратом в поле Q : пусть  ca 5= , cb 4=   ( Qc∈ ), 
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тогда )1()4(55445)( 45554445 ccccfD +=+= . Пусть теперь 251 kc =+ , ( }0{\Qk ∈ ), 

тогда 15 2 −= kc , следовательно, 42246 )15(45)( −= kkfD . 

Справедлива следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть многочлен )15(4)15(5)( 225 −+−+= kxkxxf  является 

неприводимым над полем Q  и }0{\Qk ∈ . Тогда, группа Галуа этого 

многочлена над полем Q  изоморфна 5A , если многочлен )(zg  неприводим 

над полем .Q  

Доказательство. Дискриминант данного полинома есть 
42246 )15(45 −kk , т.е. является квадратом некоторого элемента поля .Q . 

Многочлен )(zg  имеет вид: 

( ) zkkkzkzkzzg 422462324222223 )15(45)15(5)15(515)15(25)( −−−+−⋅+−−= , 

и если многочлен )(zg  − неприводим над полем Q , то по 

вышеприведенным условиям,  группа Галуа данного полинома над полем 

Q   изоморфна 5A .     

 Пример 3. Пусть ,1=k  тогда многочлен 1620)( 5 ++= xxxf  − 

неприводим над Q , многочлен =)(zg zzzz 8624223 45)6458015100( −⋅+⋅+−  − 

неприводим над Q . Следовательно, по теореме 2, группа Галуа данного 

многочлена изоморфна 5A . 

Трином n-ой степени 

 Рассмотрим полином n -ой степени baxxxf n ++=)( . Для того чтобы он 

имел группу nA  в качестве группы Галуа, необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялись следующие условия: 

1) данный полином должен быть неприводимым над основным полем     

(т.е. над полем Q ); 

2) его дискриминант должен быть квадратом некоторого элемента 

поля   Q; 

3) резольвента не должна иметь корней в поле Q . 
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Замечание. 1) Резольвента даже для многочлена степени 9≥  еще не 

построена; 

2) для многочлена даже восьмой степени известно, что для различия 

всех транзитивных подгрупп группы 8S  построены три резольвенты. Чем 

больше степень многочлена, тем больше резольвент необходимо, чтобы 

различить все транзитивные подгруппы группы nS  

Дискриминант данного полинома вычисляется по следующей 

формуле: nnnnnnnn anbnxfD )1(2/)2)(1()1(2/)1( )1()1()1())(( −−−−− −−+−= . 

Найдем частное решение диофантова уравнения ,)( 2ufD =  Qu ∈ , т.е. 

имеем уравнение: 

                                    2)1(2/)2)(1()1(2/)1( )1()1()1( uanbn nnnnnnnn =−−+− −−−−− .               (3)   

Пусть nca = , cnb )1( −= , где n  – нечетное число.  Решая диофантово 

уравнение (3), находим, что одним из частных решений его являются: 












−

−−
⋅=

−−

−

2/)2)(1(

2/)1(2

)1(
)1(
nn

nnnkna ,    










−

−−
⋅−=

−−

−

2/)2)(1(

2/)1(2

)1(
)1()1( nn

nnnknb ,  

где n  – нечетное число. 

 Тогда данный многочлен можно записать в параметрической форме: 

                      







−

−−
⋅−+⋅








−

−−
⋅+= −−

−

−−

−

2/)2)(1(

2/)1(2

2/)2)(1(

2/)1(2

)1(
)1()1(

)1(
)1()( nn

nn

nn

nn
n nknxnknxxf . 

Следовательно, дискриминант данного полинома над полем Q  есть 

квадрат: 

( )

2

2
1

2/)2)(1(

2/)1(2
2

1

)1(
)1(1))((




























−

−−
⋅−⋅⋅=

−

−−

−+
n

nn

nnn
nknknxfD  для  нечетных n . 

Теперь рассмотрим случай, когда числа n  – четные. Снова положим       

nca = , cnb )1( −= . Решая диофантово уравнение (3), находим, что одним из 

частных решений его являются: 

               ( ) ( )

( ) ( )( )( ) 










−−−

−
⋅=

−−

−

2/212

2/1

11
1

nn

nn

kn
na ,    ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) 










−−−

−
⋅−=

−−

−

2/212

2/1

11
11 nn

nn

kn
nb ,  
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где n − четное число. 

Тогда данный многочлен запишется в виде:  

( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) 










−−−

−
⋅−+⋅











−−−

−
⋅+=

−−

−

−−

−

2/212

2/1

2/212

2/1

11
11

11
1)( nn

nn

nn

nn
n

kn
nx

kn
nxxf .  

Вычисляя дискриминант этого тринома, получим, что он есть квадрат 

в поле Q  и имеет вид: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( )

2

2

2/212

2/1

22

11
11))((




























−−−

−
⋅⋅−⋅=

−−

−
n

nn

nnnn

kn
knnxfD , для четных n . 

Осталось показать, что резольвента не имеет корней над полем Q . Но, 

к сожалению, на данный период времени не существует утверждения для 

нахождения резольвенты для данного полинома. Поэтому мы пока не 

можем утверждать, что данный полином имеет группу nA  в качестве 

группы Галуа. Мы лишь можем говорить о том, что найденная группа 

данного многочлена будет являться транзитивной подгруппой группы nA , 

при условии, что сам многочлен )(xf  неприводим над .Q  

Таким образом, справедлива гипотеза: 

Гипотеза. Группа nQ AfGal ≅ . 

Пример 4. Пусть 11=n , 2=k . Тогда многочлен 450495)( 11 −−= xxxf  − 

неприводим над Q , дискриминант его является квадратом в поле Q  и его 

группа Галуа является подгруппой группы nA , однако, как показывают 

вычисления на Maple, 11AGalQ . 

Пример 5.  Пусть ,10=n  .2=k  Тогда многочлен 
35
9

7
2)( 10 −−= xxxf  − 

неприводим над Q , дискриминант его является квадратом в поле Q  и его 

группа Галуа является подгруппой группы 10A , однако, как показывают 

вычисления на Maple, 10AGalQ . 
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Триномы степени n ≥ 7  

Будем рассматривать триномы следующего вида: 

                                             baXXXf mn ++=)( , 0≠ab                                       (4) 

где 0>> mn  положительные целые числа. 

Теорема 3. Пусть 7≥n и m  нечетное число, взаимно-простое с n , так 

что 3 ≤ m ≤ 4−n . Также, пусть p  – простое, не делящее ),( mnmn −  которое 

расщепляется в поле Q ( n
n
2

1

)1(
−

− ), если n  – не квадрат натурального числа, 

и q  – другое простое число, не делящее )( mnpnm − . Тогда существуют 

целые числа r  и s , удовлетворяющие условию (5): 

                                  ,1),)(( =−− nrmns   ,0 ns <<   mnr −<≤0                               (5) 

Также существует такое натуральное число l  взаимно-простое с q  такое, 

что: 

                           ( ) 11 2
2

1
2 =








−+

+
nq

n
p lυ       (т.е. ||p ( 22

1
2 )1( nq

n+

−+l ) )                   (6)                                                                                                            

Далее, пусть 
q
l

=λ Q∈  и 
( )( ) 22/1

0

1 λ+−+
= nn

nt
t , где 0t определено равенством: 

                                                   ( ) ( )
n

mnm
n

n
mnmt

−−
⋅−= 10 .                                     (7) 

Тогда трином ][)( XQtXtXXF smrn
t ∈++=  сепарабелен и его группа 

Галуа над Q  изоморфна знакопеременной группе nA  [3]. 

Пример 6. Положим  25=n  и  17=m . Тогда ,3=p  ,7=q  ,7=r  22=s , 40=l ,  

t = 27

2817

253
7817

⋅

⋅⋅ . Получаем трином вида: 

                       ][XFt  = 25X +
7

27

2817

253
7817









⋅

⋅⋅ 17X +
22

27

2817

253
7817









⋅

⋅⋅
][XQ∈ .  

По теореме 3, .))(( 25AXFGal tQ ≅  

Теорема 4 [3]. Пусть 7≥n  простое число и  m − нечетное такое,                 

что .43 −≤≤ nm  Пусть далее q  − простое, не делящее )( mnmn − , l  − 
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рациональное целое число взаимно-простое с  nq , k  – рациональное целое 

число взаимно-простое с m , и ν  – целое число такое, что 
2

10 −
<≤

n
ν . Тогда 

kvqn
l

=λ Q∈ ,  и  
( )( ) 22/1

0

1 λ+−+
= nn

nt
t , где где 0t определено равенством: 

                                                   ( ) ( )
n

mnm
n

n
mnmt

−−
⋅−= 10                                        (8) 

Тогда трином ][)( XQtXtXXF smrn
t ∈++=  (где r  и s , удовлетворяют 

условию (5) сепарабелен и его группа Галуа над Q  изоморфна 

альтернативной группе nA . 

Пример 7. Положим 17=n   и  .13=m   Тогда  ,5=q  3=l ,  ,1=k   ,0=ν   3=r , 

 ,13=s  =t − 16

2312

17
5213 ⋅⋅ . Получаем трином вида 

                    =][XFt
17X + 

3

16

2312

17
5213











 ⋅⋅
− 13X + 

13

16

2312

17
5213











 ⋅⋅
− ][XQ∈ .  

По теореме 4, .))(( 17AXFGal tQ ≅  

Теорема 5 [3]. Пусть 8≥n   и m  взаимно-простое число с n , причем m − 

четное и такое, что 33 −≤≤ nm . Также, пусть q  − простое не делящее 

)( mnmn − , которое расщепляется в поле ( )( ) ( )




 −− + mnmQ n 2/21 , если  )( mnm −  – 

не квадрат натурального числа, и p − другое простое число не делящее 

)( mnqnm − . Тогда существуют целые числа r  и s , удовлетворяющие 

условию (5) и  натуральное число l  взаимно-простое с p  такое, что: 

                             ( ) ( ) 11 2
2

2 =







−+− l

n
q pmnmυ      (т.е. q |  222 )1()(( l

n

pmnm −+− ) .   (9) 

Далее, пусть 
( ) ( )( )

Q
p

n

mnm
n

mnm
∈⋅

−
=

−−− l

2

2/12/1
λ  и 22

0 )1( λ
n

tt −+= , где 0t определено 

равенством   ( ) ( )
n

mnm
n

n
mnmt

−−
⋅−= 10 .       
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Тогда трином   ][)( XQtXtXXF smrn
t ∈++=  сепарабелен и его группа 

Галуа над Q  изоморфна альтернативной группе nA . 

Пример 8.  Пусть   12=n , 7=m . Тогда  имеем:  17=p ,  ,11=q   ,2=r   

,5=s  =t 211

247

1712
1157

⋅

⋅⋅ . Получаем трином вида: 

=][XFt
12X +

2

211

247

1712
1157









⋅
⋅⋅ 7X +

5

211

247

1712
1157













⋅

⋅⋅ ][XQ∈ . 

 По теореме 5, .))(( 12AXFGal tQ ≅  

  Используя эти теоремы можно построить бесконечно много 

триномов вида smrn
t tXtXXF ++=)(   для n ≥ 7, группа Галуа которых будет 

изоморфна альтернативной группе nA . 
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