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Введение 

В отличие от конвективного нагрева при нагреве под действием поля 

СВЧ наибольшую температуру имеют те части зерновки, которые более 

увлажнены. За счёт интенсивного нагрева наиболее влажных зон зерновки 

в них повышается давление паров воды [1], происходит перемещение вла-

ги в менее нагретые участки зерновки. Поэтому для описания СВЧ нагрева 

необходимо учитывать распределение влаги внутри зерновки. 

Обеззараживания с применением поля СВЧ может проводиться как для свежеубранного 

зерна, так и зерна после хранения. Некоторые технологии обеззараживания требуют 

предварительного увлажнения зерна. В этом случае распределение влаги по зерновке может иметь 

определяющее значение на процесс нагрева зерновки в поле СВЧ. Поэтому получение 

математических зависимостей изменения температуры в частях зерновки, в зависимости от их 

влажности, при воздействии поля СВЧ является актуальной задачей исследования, решение 

которой позволит совершенствовать технологию обеззараживания зерна. 
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1. Постановка задачи 

Система дифференциальных уравнений тепло - и влагообмена при 

СВЧ воздействии имеет вид [2]: 

 

 
 
 

 
 

 
где  – коэффициент температуропроводности, м2/с; 

 – коэффициент фазового превращения жидкость – пар; 

 –удельная теплоемкость зерна, кДж/кг°С; 

– удельная теплота парообразования, кДж/кг; 

 – удельная мощность, рассеиваемая в диэлектрике при воздей-

ствии СВЧ поля, Вт/м3; 

 – плотность сухого вещества зерна, кг/м3; 

 – коэффициент диффузии жидкости, м2/с; 

 – относительный коэффициент термодиффузии; 

 – избыточное давление в образце, Па; 

 – емкость тела по отношению к влажному воздуху,  

, ; 

 – давление пара материала при данном влагосодержании, Па; 

 - температура зерновки, °С; 

– коэффициент конвективной диффузии пара, м2/с. 
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При СВЧ обработке зерна с целью его обеззараживания основной за-

дачей является температурное воздействие на зерно. В процессе обработки 

не ставится задача снижения влажности зерна, поэтому не предусматрива-

ется продувание зернового слоя воздухом. Поскольку обработку зерна 

проводят в плотном слое, то можно считать, что влага, выделяемая в меж-

зерновое пространство при СВЧ воздействии, там и остается, а затем зер-

ном и поглощается. Поскольку влажность всех зерновок одинакова, то 

между ними влагообмена не происходит. Поэтому примем допущение, что 

в процессе СВЧ обработки влагообмена зерновки с окружающей средой не 

происходит. Следовательно, в управлениях (1), (2), (3) можно принять ско-

рость изменения влажности равной нулю  

Тогда система уравнений будет выглядеть следующим образом: 

 

 
 
 

 
 

 
Уравнение (4) показывает, что скорость изменения температуры зер-

новки зависит от скорости изменения градиента температуры в ней и от 

удельной мощности, выделяемой в зерновке, которая в свою очередь зави-

сит от диэлектрической проницаемости зерновки. Поскольку влажность 

зерновки по объему распределена неравномерно, то и скорость нагрева 

различных участков зерновки будет неодинакова. 

Уравнение (5) показывает, что скорость изменения градиента темпе-

ратуры пропорциональна скорости изменения градиента влагосодержания. 

Уравнение (6) показывает, что скорость изменения давления паров влаги в 

зерновке пропорциональна скорости изменения градиента давления. В 

наших расчетах это уравнение не понадобится.  
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Если в уравнении (4) слагаемое заменить его значением из 

уравнения (5), то получим следующую систему управлений: 

 

 

 
 

 

 
 

Данная система уравнений описывает зависимость скорости измене-

ния температуры зерновки от скоростей изменения градиентов температу-

ры и влажности. 

Уравнение (4) представляет собой уравнение теплопроводности, 

описывающее изменение температуры в каждой точке объекта при подве-

дении энергии извне [3]. 

Уравнение теплопроводности в задачах математической физики от-

носится к задачам параболического типа[4]. Чтобы с помощью уравнения 

теплопроводности описать динамику температурного поля в теле, необхо-

димо знать распределение температуры в начальный момент времени, т.е. 

задать начальные условия. Кроме того, требуется знать тепловой режим на 

поверхности тела, т.е. задать граничные условия во всех точках поверхно-

сти тела в любой момент времени. 

Учитывая малые размеры зерновки, в математической модели будет 

достаточно описание процесса нагрева зерновки в трех зонах: централь-

ной, средней и внешней. Тогда для упрощения задачи примем, что зернов-

ка имеет форму шара и разделена на три зоны, влажность в которых рас-

пределена равномерно (Рисунок 1). 
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Рисунок 1.Условное представление зерновки и разделение её на три зоны 
по влажности. 

 

Поскольку мы разделили зерновку на три зоны в соответствии с влагосодержанием, то и в 

математических моделях процесса изменения температуры при СВЧ воздействии должны 

содержаться принятые условия. Это должно найти отражение в записи граничных условий. 

Граничные условия в задачах теплопроводности могут быть заданы различными способами [5]. 

Граничные условия первого рода, когда в каждой точке поверхности тела задают температуру. 

Граничные условия второго рода, когда на поверхности тела задают тепловой поток. Граничные 

условия третьего рода, когда описывают тепловой режим на поверхности тела, соответствующий 

конвективному теплообмену по закону Ньютона с окружающей внешней средой. Граничные 

условия четвертого рода, когда при описании температурных полей в многослойных телах и 

оболочках на поверхности контакта двух тел используют граничные условия сопряжения. Для 

идеального теплового контакта эти условия означают равенство температур и тепловых потоков 

на контактной поверхности. 

Из приведенного описания граничных условий для зерновки следует, 

что в постановке задачи теплообмена используются несколько способов 

задания граничных условий. Так для круга, внутреннего кольца и внутрен-

ней поверхности внешнего кольца используют граничные условия четвер-

того рода. 

Для внешнего кольца, у которого осуществляется конвективный теп-

лообмен с внешней средой, используются граничные условия третьего ра-

да. 

Ранее было принято допущение, что в каждой из трех зон зерновка 

имеет одинаковые теплотехнические свойства в пределах зоны. Следова-
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тельно, если из зерновки вдоль ее центральной оси выделить круглый ци-

линдр, то изменение температуры в участках данного стержня будут ана-

логичны изменениям температуры в любой точке колец. 

С учетом данной симметрии задача теплопроводности для зерновки 

может быть сведена к решению задачи теплопроводности для стержня. По-

скольку температура вокруг стержня всегда будет равна температуре внут-

ри стержня, поэтому теплообмена с боковой поверхности стержня осу-

ществляться не будет. Следовательно, задача аналогична задаче для 

стержня с изолированной поверхностью. 

Запишем краевую задачу с начальными и граничными условиями. За 

начало координат примем левую крайнюю точку центрального круга по 

оси х (Рисунок 2). Формулировка краевой задачи для первого участка 

стержня будет следующей. Получить уравнение изменения температуры в 

стержне длиной , с теплоизолированной боковой поверхностью, если 

начальнаятемпература стержня равна 0. Внутри стержня имеется равно-

мерно распределенный источник энергии . На левом ( ) и правом 

( ) краях стержня температура изменяется по закону  

, 

где  - температура на границе между первой и второй зонами зер-

новки; 

 - изменение температуры в первой зоне зерновки; 

 - изменение температуры во второй зоне зерновки.  
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Рисунок 2. «Извлеченный» из зерновки вдоль центральной оси цилиндр. 

Краевая задача для первого участка стержня будет иметь следующий 

вид: 

 

 
 
(8) 

где – коэффициент температуропроводности центральной части (ша-

ра/зерновки м2/с); 

 –плотность центрального участка зерновки, кг/м3; 

 – удельная теплоемкость центрального участка зерновки, 

кДж/кг·К; 

–удельная мощность, выделяемая в центральном участке зернов-

ки при действии СВЧ поля, Вт/м3; 

 - начальная температура центральной части зерновки, оС. 

Для второго участка стержня краевая задача будет иметь следующий 

вид: 
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где – коэффициент температуропроводности средней части зерновки 

м2/с; 

 – плотность среднего участка зерновки, кг/м3; 

 – удельная теплоемкость среднего участка зерновки, кДж/кг·К; 

– удельная мощность выделяемая в среднем участке зерновки при 

действии СВЧ поля, Вт/м3; 

 - начальная температура средней части зерновки, оС. 

Для третьего участка зерновки с учетом того, что с правого конца 

происходит конвективный теплообмен по закону Ньютона, краевая задача 

будет иметь следующий вид. 

 

 

(10) 

где – коэффициент температуропроводности внешней части зерновки 

м2/с; 

 – плотность среднего участка зерновки, кг/м3; 

 – удельная теплоемкость внешнего участка зерновки, кДж/кг·К; 

– удельная мощность, выделяемая во внешнем участке зерновки 

при действии СВЧ поля, Вт/м3; 

 - начальная температура внешней части зерновки, 0С; 

, 1/м, 
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 -коэффициент теплообмена между поверхностью стержня и окру-

жающей средой, температура которой равна Тмз ( ), Вт/м2·К, 

λ – коэффициент внутренней теплопроводности участка зерновки, 

Вт/м·К., 

Тмз ( ) – температура межзернового пространства, 0С. 

2. Решение краевых задач 

Для решения краевых задач используем метод интегрального преоб-

разования Лапласа. Преобразование частных производных осуществляется 

по такому правилу [6]: если  и преобразование Лапласа прово-

дится по переменной τ (τ≥0), то, обозначив 

(x,р)=  можно (интегрированием по частям) 

установить соотношение 

 

 

 
где – оператор Лапласа;  

 – переменная  после выполнения прямого преобразования 

Лапласа по времени ( ). 

Для упрощения процедуры записывания выражений в дальнейшем 

вместо символа частных производных будем использовать индекс пере-

менной, по которой взята производная. Например: 

 

Приступим к решению первой краевой задачи 
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где  

Для решения этой задачи воспользуемся преобразованием Лапласа 

по переменной . Учитывая свойства этого преобразования [6] имеем: 

 

 

 

Из задачи (11) следует, что 

L  

получаем 

р . 

В результате имеем обыкновенное дифференциальное уравнение 

второго порядка по переменной  (в этом уравнении  играет роль пара-

метра). Начальное условие в уравнение, что является 

положительным моментом такого способа решения уравнений с частными 

производными. 

Применяем преобразование Лапласа к граничным условиям. Обозна-

чим , тогда  

После выполнения преобразования Лапласа краевая задача запишет-

ся в следующем виде:  

 

(12) 

Решение дифференциального уравнения, с учетом граничных усло-

вий  и  проводим с помощью пакета прикладных программ 

MATLAB [7]. 

Решение имеет следующий вид: 
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. 

 
 
 
 
(13
) 

После выполнения преобразований получим следующее выражение: 

. 

 

(14

) 

Выполним преобразования левых сомножителей каждого из слагае-

мых выражения (14): 

= , 
 
(14.1) 

 , 
 
(14.2) 

 , 
 
(14.3) 

 . 
 
(14.4) 

Теперь можно выполнить обратное преобразование Лапласа для вы-

ражения (14). Оригиналы правых сомножителей слагаемых выражения (14) 

достаточно легко находятся по таблицам оригиналов. Оригиналы левых 

сомножителей (14.1), (14.2), (14.3) и (14.4) могут быть найдены из таблицы 

оригиналов монографии[8]:  

 - ; 
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Оригиналы каждого слагаемого выражения (14) могут быть найдены 

с использованием изображения свертки. 

Рассмотрим реализацию изображения свёртки. Сверткой функций и 

 называется функция, которая обозначается f  и определяется равен-

ством[8] . 

Примем, что для слагаемых выражения (14) левые части сомножите-

лей будут следующими: 

 

 

 

 

 

 

=  
 

При этом правые части будут выглядеть следующим образом: 

 

 
Тогда оригинал выражения (14) найдется как 
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. 
Проинтегрировав данные уравнения и используя свойство линейно-

сти для (13), получим оригинал выражения (14). 

 . 

 
 
(15
) 

Уравнение (15) уточним, найдя зависимости . С учетом того, 

что =  , после соответствующих преобразований получим  

 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(16
) 
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Решив краевые задачи для второго и третьего участков ((9) и (10)), 

получим уравнения для определения температуры в любой точке второй и 

третьей зон зерновки. 

.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(17
) 
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 . 
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3. Моделирование нагрева зерновки в поле СВЧ 

Полученные уравнения позволяют определять температуру в любой 

точке зерновки при воздействии СВЧ поля. Выполним расчёт изменения 

температуры. Для этого примем следующие исходные данные: исходная 

температура зерна  = 20 оС;   = 2,32 мм = 2,32 10-3 м; =2,03 10-3 м;  

= 1,74 10-3 м; =1,45 10-3 м;  = 0,58 10-3 м; = 16,8 10-8 м2/с, 

 при следующем распределении влажности по слоям зерновки: средняя 

влажность зерновки = 14%, влажность центральной части зерновки  = 

14,5 %; влажность среднего слоя зерновки  = 14,25 %; влажность 

наружного слоя зерновки  = 14,0 %; =1200 кг/м3; h=11,51 м.  

 Для расчёта удельной мощности, выделяемой полем СВЧ, величины 

диэлектрической проницаемости материала и тангенса угла диэлектриче-

ских потерь брали в литературе [9]. Расчёт выполнялся в среде MATLAB. 

Результаты расчета в графическом виде приведены на Рисунке 3. 
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Рисунок 3. Расчёт температуры нагрева зон зерновки при воздействии СВЧ 

поля. 
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4. Заключение 

Построенные графики показывают, что полученные уравнения могут 

быть использованы для расчёта изменения температуры в зонах зерновки 

при СВЧ воздействии в зависимости от распределения влаги. 

В технологических процессах, где используется нагрев зерна СВЧ 

полем, необходимо учитывать градиент температур в пределах одной зер-

новки. Изменение влажности зерна перед обработкой может существенно 

повлиять на распределение температуры внутри единичного зерна. 

Это имеет существенное значение при обеззараживании зерна, когда 

необходимо, чтобы в большей степени разогревалась его поверхность для 

уничтожения плесени и микотоксинов. Результаты же расчётов показыва-

ют, что при увлажнении зерна эта цель может быть не достигнута. 
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